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1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
1.1. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî è äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû èç òåîðèè êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë.

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà
z = x + iy, (1)

ãäå x è y - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à i - ñèìâîë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìíè-
ìîé åäèíèöåé. ×èñëà x è y íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy è îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè

x = Re(z), y = Im(z).

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, y = 0, òî x+ i0 ñ÷èòàåòñÿ ñîâïàäàþùèì ñ äåéñòâèòåëüíûì
÷èñëîì x; åñëè x = 0, òî 0 + iy îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî iy è íàçûâàåòñÿ ÷èñòî
ìíèìûì. Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü C. Ïîíÿòíî, ÷òî
R ⊂ C.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïîíÿòèå ðàâåíñòâà è ïðî-
ñòåéøèå îïåðàöèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 = x1 + iy1 è
z2 = x2 + iy2 ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2, y1 = y2.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ
1) z1 ± z2 = x1 ± x2 + i(y1 ± y2);

2) z1 · z2 = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1);

3)
z1

z2
=

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+ i

y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2
, ïðè z2 6= 0.

×èñëî x− iy íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ñ ÷èñëîì z = x + iy
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç z.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïëîñêîñòü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò xOy è óñëîâèòüñÿ
èçîáðàæàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy òî÷êîé ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), òî
ìû ïîëó÷èì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó C è ìíîæåñòâîì òî÷åê
ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà áóäóò èçîáðàæàòüñÿ òî÷êàìè îñè
x (êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü äåéñòâèòåëüíîé îñüþ), ÷èñòî
ìíèìûå � òî÷êàìè îñè y (íàçûâàåìîé ìíèìîé îñüþ).

Íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â äåêàðòîâîé ôîðìå çàïè-
ñè (1), ïîëåçíî èìåòü èõ ïðåäñòàâëåíèå â ïîëÿðíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî, êàê
îáû÷íî, ñîâìåñòèì ïîëÿðíóþ îñü ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ x, à ïîëþñ � ñ
íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì:

z = r(cos ϕ + i sin ϕ),

ãäå r =
√

x2 + y2 � ïîëÿðíûé ðàäèóñ è ϕ � ïîëÿðíûé óãîë òî÷êè z = x + iy.
Ïîëÿðíûé ðàäèóñ r íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáî-

çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì |z|, óãîë ϕ � åãî àðãóìåíòîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
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Arg z. Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = 0 íå îïðåäåëåí, à åãî ìîäóëü ðàâåí
íóëþ.

Â òî âðåìÿ êàê ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, åãî
àðãóìåíò îïðåäåëåí ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáîãî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π:

ϕ = Arg z =

{
arctg y

x + 2kπ (I è IV êâàäðàíòû);
arctg y

x + (2k + 1)π (II è III êâàäðàíòû).

Ñðåäè âñåõ çíà÷åíèé Arg z, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî, ëåæàùåå â ïðîìå-
æóòêå (−π, π] (èëè [0, 2π)). Îíî íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì è îáîçíà÷àåòñÿ arg z.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü

Arg z = arg z + 2kπ, ãäå k = 0,±1,±2, . . . .

Äëÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|; |z1 − z2| ≥ ||z1| − |z2||.
Ïîñêîëüêó z1 + z2 = z1− (−z2), z1− z2 = z1 +(−z2), à |− z2| = |z2|, òî îòñþäà
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äâîéíîå íåðàâåíñòâî

||z1| − |z2|| ≤ |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà (ïîëíûé ñìûñë ýòîãî âûðàæåíèÿ áóäåò óñòà-

íîâëåí â äàëüíåéøåì)
cos ϕ + i sin ϕ = eiϕ, (2)

ïîëó÷èì ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:
z = reiϕ. (3)

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ. Â ñàìîì äåëå,
èìååì:

z1 · z2 = r1e
iϕ1r2e

iϕ2 =

= r1r2[(cos ϕ1 cos ϕ2 − sin ϕ1 sin ϕ2) + +i(sin ϕ1 cos ϕ2 + sin ϕ2 cos ϕ1)] = (4)
= r1r2[(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)] = r1r2e

i(ϕ1+ϕ2).

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ eiϕ îáëàäàåò ñâîéñòâîì:
eiϕ1 · eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2).

Â ñëó÷àå äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = r1e
iϕ1 è z2 = r2e

iϕ2 ïðè r2 6= 0
èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå:

z1

z2
=

r1

r2
ei(ϕ1−ϕ2).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4) n - ðàç, ïîëó÷èì ôîðìóëó Ìóàâðà:
zn = |z|n(cos(nϕ) + i sin(nϕ)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n.
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Íàó÷èìñÿ òåïåðü èçâëåêàòü êîðíè, ò.å. ðåøàòü óðàâíåíèå zn = w, ãäå
z = |z|(cos ϕ + i sin ϕ), w = |w|(cos θ + i sin θ). Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â
óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

|z|n(cos(nϕ) + i sin(nϕ)) = |w|(cos θ + i sin θ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |z|n = |w| è nϕ = θ + 2kπ. Âûðàçèâ èñêîìûå âåëè÷èíû
|z| è ϕ, ïîëó÷èì:

|z| = n
√
|w|, ϕ =

θ + 2kπ

n
, ãäå k = 0,±1,±2, . . . .

Îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëà äëÿ èçâëå÷åíèÿ êîðíåé ïðèìåò âèä:

z = n
√

w = n
√
|w|(cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n
), ãäå k = 0,±1,±2, . . . ,

ïðè÷åì n
√
|w| - àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîðíÿ, à ñðåäè çíà÷åíèé n

√
w ðàçëè÷-

íûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî n, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

1.2. Èçîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ñôåðå
Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 ñ äåêàðòîâûìè îðòîãîíàëüíûìè êîîðäè-

íàòàìè, ξ, η, ζ ðàññìîòðèì ñôåðó S ðàäèóñà 1
2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 1

2):
ξ2 + η2 + ζ2 − ζ = 0. (5)

Ïëîñêîñòü ζ = 0 ñîâìåñòèì ñ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþC, äåéñòâèòåëüíàÿ
îñü x êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îñüþ ξ, à ìíèìàÿ îñü y � ñ îñüþ η.

Ñîåäèíèì òî÷êó z = x + iy êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ñ òî÷êîé P (0, 0, 1)
îòðåçêîì ïðÿìîé. Îí ïåðåñå÷åò ñôåðó S â îòëè÷íîé îò P òî÷êå M(ξ, η, ζ),
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé òî÷êè z íà ñôåðó S ñ ïî-
ëþñîì P (ñì. ðèñ. 1).

Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ñôåðû S ñ âûêîëîòûì ïîëþñîì P è òî÷êàìè êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.

Èç êîëëèíåàðíîñòè òî÷åê P (0, 0, 1), M(ξ, η, ζ) è z ñëåäóåò, ÷òî
ξ

x
=

η

y
=

ζ − 1

−1
,

èëè
x =

ξ

1− ζ
, y =

η

1− ζ
, z =

ξ + iη

1− ζ
. (6)

Â ñèëó ïîñëåäíåãî èç ðàâåíñòâ (6) ñ ó÷åòîì (5) èìååì

|z|2 =
ξ2 + η2

(1− ζ)2 =
ζ

1− ζ
,

îòêóäà
ζ =

|z|2
1 + |z|2 . (7)
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Ðèñ. 1. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå ζ èç (7) â (6), ïîëó÷èì

ξ =
x

1 + |z|2 , η =
y

1 + |z|2 . (8)

Ðàâåíñòâà (7) è (8) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè.
Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà ñâîéñòâà ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè:
1) îíà ñîïîñòàâëÿåò îêðóæíîñòè (è ïðÿìîé) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

C îêðóæíîñòü íà ñôåðå S è îáðàòíî;
2) îíà ñîõðàíÿåò óãëû.
Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå ¾áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó¿ z = ∞

è ¾ïîïîëíèì¿ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïðèñîåäèíåíèåì ê íåé åäèíñòâåííîé
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó z = ∞. Êîìïëåêñíàÿ
ïëîñêîñòü âìåñòå ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C.

Äîïîëíÿÿ ñîîòâåòñòâèå, óñòàíîâëåííîå ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé, ñî-
ïîñòàâëåíèåì áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ïîëþñó P ñôåðû S, ïîëó÷èì âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ
C è ñôåðîé S.

Ýòà èíòåðïðåòàöèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áûëà ïðåäëîæåíà Ðèìàíîì, ïî-
ýòîìó S íàçûâàþò ñôåðîé Ðèìàíà.

Çàìåòèì, ÷òî àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = ∞ íå îïðåäåëåí, òàê æå
êàê åãî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî z
∞ = 0 ïðè z 6= ∞ è 1

0 = ∞. È âîîáùå äëÿ áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êè óñòàíàâëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ: z · ∞ = ∞ ïðè
z 6= 0, z+∞ = ∞, êîòîðûå åñòåñòâåííû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
â îïåðàöèÿõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
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1.3. Ìíîæåñòâà íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
Áóäåì íàçûâàòü:
- îêðåñòíîñòüþ (δ - îêðåñòíîñòüþ) òî÷êè z0 ∈ C ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈

C, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |z − z0| < δ, δ > 0, è îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç
C(δ, z0);

- ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè z0 ìíîæåñòâî C∗(δ, z0) = C(δ, z0)\z0;
- îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ C,

óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |z| > δ;
- òî÷êó z èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E ⊂ C, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïåðåñå÷åíèå E∩C(δ, z) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè
z: E ∩ C(δ, z) = z;

- òî÷êó z ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà. Çàìåòèì, ÷òî
ñàìà òî÷êà z ìîæåò ïðèíàäëåæàòü, à ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
E;

- òî÷êó z âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
δ > 0, ÷òî C(δ, z) ⊂ E;

- òî÷êó z âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
δ > 0, ÷òî E ∩ C(δ, z) = ∅;

- òî÷êó z ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè
èìåþòñÿ êàê òî÷êè ìíîæåñòâà E, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ìíî-
æåñòâó. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E íå ïðèíàäëåæèò E,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëüíîé òî÷êîé;

- ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà E ãðàíèöåé ýòîãî ìíî-
æåñòâà è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∂E;

- ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åííûì, åñëè âñå åãî òî÷êè ëåæàò â íåêîòîðîì
êðóãå |z| < R, 0 < R < ∞;

- ìíîæåñòâî E çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷-
êè. Â ÷àñòíîñòè, îíî ìîæåò íå èìåòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê;

- çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà E ìíîæåñòâî E = E ∪ ∂E;
- ìíîæåñòâî îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ

åãî âíóòðåííåé òî÷êîé;
- ìíîæåñòâî ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ

äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò
ïðåäåëüíûõ òî÷åê äðóãîãî;

- îáëàñòüþ îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî;
- çàìêíóòîé îáëàñòüþ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáëàñòè è åå ãðàíèöû.
Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü îäíîâðåìåííî ÿâëÿ-

åòñÿ îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàíèöà ëþáîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíî-

æåñòâîì.
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1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn}, ãäå zn = xn +

iyn.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z0 = x0 + iy0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {zn}, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N = N(ε), ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|zn − z0| < ε.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó z0,
è ïèøóò

lim
n→∞

zn = z0.

Èç îïðåäåëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ lim
n→∞

zn = 0 è
lim
n→∞

|zn| = 0 ýêâèâàëåíòíû.
Òàê êàê ïðè n > N âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |xn − x0| ≤ |zn − z0| < ε,

|yn − y0| 6 |zn − z0| < ε, òî lim
n→∞

xn = x0 è lim
n→∞

yn = y0, ò.å. èç ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn}.
Îáðàòíî, åñëè lim

n→∞
xn = x0, lim

n→∞
yn = y0, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε), ÷òî |xn − x0| < ε
2 è |yn − y0| < ε

2 ïðè n > N , à
òîãäà |zn − z0| ≤ |xn − x0|+ |yn − y0| < ε, ò.å. lim

n→∞
zn = z0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå lim
n→∞

(xn+iyn) = x0+iy0 ýêâèâàëåíòíî äâóì
ñîîòíîøåíèÿì: lim

n→∞
xn = x0 è lim

n→∞
yn = y0.

Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè âñþ òåîðèþ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íà-
ïðèìåð, êðèòåðèé Êîøè: äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N = N(ε), ÷òî íåðàâåíñòâî |zn+m − zn| < ε âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà m è äëÿ ëþáîãî n > N .

Ãåîìåòðè÷åñêè ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} ê òî÷êå z0 îçíà÷à-
åò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N = N(ε), ÷òî âñå òî÷êè
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè N , áóäóò ïðèíàäëåæàòü ε -
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë
(ñõîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè), è çàïèñûâàòü

lim
n→∞

zn = ∞,

åñëè äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(R), ÷òî
|zn| > R ïðè n > N .

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ lim
n→∞

zn = ∞ è lim
n→∞

|zn| = ∞ ýêâèâàëåíòíû.
Åñëè zn 6= 0, òî ýêâèâàëåíòíû òàêæå ñîîòíîøåíèÿ lim

n→∞
zn = ∞ è lim

n→∞
1
zn

= 0.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|zn| < M.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä
∞∑

k=1

zk, zk ∈ C (9)

ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ), åñëè ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}
åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn =

n∑
k=1

zk.
Ïðåäåë lim

n→∞
Sn = S, åñëè îí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà (9).

Ïóñòü ðÿä (9) ñõîäèòñÿ, ò.å. lim
n→∞

Sn = S. Òîãäà èç ðàâåíñòâà Sn− Sn−1 =

zn ëåãêî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà:
lim
n→∞

zn = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = S − S = 0.

Äàëåå, òàê êàê Sn+m − Sn =
m∑

k=1
zn+k, òî êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn äëÿ ðÿäà (9) ïåðåôðàçèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâîâàëî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε), ÷òî
∣∣∣∣

m∑
k=1

zn+k

∣∣∣∣ < ε äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m è ëþáîãî n > N .

Ðÿä (9) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

k=1
|zk|.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà
∣∣∣∣

m∑
k=1

zn+k

∣∣∣∣ ≤
m∑

k=1
|zn+k| è êðèòåðèÿ Êîøè èç àáñîëþò-

íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (9) ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå
àáñîëþòíî, òî îí íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ïóñòü zk = xk+iyk. Èç íåðàâåíñòâ |xk| ≤ |zk|, |yk| ≤ |zk| è |zk| ≤ |xk|+|yk|
âûòåêàåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (9) ýêâèâàëåíòíà àáñîëþòíîé ñõî-
äèìîñòè ðÿäîâ

∞∑
k=1

xk è
∞∑

k=1
yk. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ðÿäû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

ïåðåíîñèòñÿ òåîðåìà î òîì, ÷òî ìîæíî ïðîèçâîëüíî ïåðåñòàâëÿòü ÷ëåíû àá-
ñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, íå ìåíÿÿ åãî ñóììû.

1.5. Êðèâàÿ Æîðäàíà
Ïóñòü x(t), y(t) - íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [α, β], äåéñòâèòåëüíûå ôóíê-

öèè. Óðàâíåíèÿ
x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β] (10)

äàþò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíîé êðèâîé.
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Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé Æîðäàíà, åñëè äâóì ðàçëè÷íûì
çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t (çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, çíà÷åíèé t = α è t = β)
ñîîòâåòñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè êðèâîé.

Â êîìïëåêñíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (10) èìåþò âèä
z = z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [α, β].

Êðèâàÿ Æîðäàíà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè z(α) = z(β).
Ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì íà çàìêíóòîé êðèâîé Æîðäàíà áóäåì

ñ÷èòàòü íàïðàâëåíèå, îñòàâëÿþùåå îãðàíè÷åííóþ åþ âíóòðåííþþ îáëàñòü
ñëåâà, à íà íåçàìêíóòîé (ðàçîìêíóòîé) - íàïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âîç-
ðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t.

Êðèâàÿ Æîðäàíà íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè x(t), y(t) èìåþò â
èíòåðâàëå (α, β) íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, ïðè÷åì z′(t) = x′(t)+iy′(t) 6= 0, è
ñóùåñòâóþò îòëè÷íûå îò íóëÿ ïðåäåëû lim

t→α+0
z′(t) è lim

t→β−0
z′(t), ðàâíûå ìåæäó

ñîáîé â ñëó÷àå çàìêíóòîé êðèâîé.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè (10), èìååò â òî÷êå

z = z(t) êàñàòåëüíóþ, îáðàçóþùóþ ñ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ óãîë ϕ, òî

tg ϕ =
dy

dx
=

y′(t)
x′(t)

è
ϕ = arctg

y′(t)
x′(t)

= arg z′(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå z′(t) 6= 0 è íåïðåðûâíîñòü z′(t) äëÿ ãëàäêîé êðèâîé
Æîðäàíà, çàäàííîé óðàâíåíèåì z = z(t), îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâî-
âàíèå êàñàòåëüíîé è íåïðåðûâíîñòü óãëà íàêëîíà ýòîé êàñàòåëüíîé, ðàâíîãî
arg z′(t).

Êðèâàÿ Æîðäàíà íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè åå ìîæíî ðàçáèòü íà
êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ êðèâûõ èëè, â ñëó÷àå çàìêíóòîé êðèâîé, ó íåå èìååò-
ñÿ îäíà óãëîâàÿ òî÷êà (íàïðèìåð, åñëè äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé âûïîëíÿþòñÿ
âñå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, êðîìå ïîñëåäíåãî, ò.å. åñëè lim

t→α+0
z′(t) 6= lim

t→β−0
z′(t)).

11



2. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü äàíû äâå ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x + iy è w =
u + iv. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê E â ïëîñêîñòè z è ìíîæåñòâî
D â ïëîñêîñòè w.

Åñëè êàæäîìó z ∈ E ïî íåêîòîðîìó çàêîíó f ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
îïðåäåëåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w ∈ D, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå E
îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, îòîáðàæàþùàÿ
ìíîæåñòâî E â ìíîæåñòâî D, è ïèøóò w = f(z). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z = x + iy,
w = u + iv, ïîëó÷èì

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

ò.å. çàäàíèå êîìëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z, ðàâíî-
ñèëüíî çàäàíèþ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) îò ïåðåìåí-
íûõ x, y.

Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(z).
Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé èëè îäíîëèñòíîé íà ìíî-

æåñòâå E, åñëè äëÿ âñåõ z1, z2 èç E è z1 6= z2, èìååì f(z1) 6= f(z2).
Åñëè êàæäîìó z ∈ E ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé w, òî

ôóíêöèÿ w = f(z) íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé.
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå E ïëîñêîñòè z îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ w = f(z), è

ïóñòü z0 - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E. Ìû ñêàæåì, ÷òî ÷èñëî w0 åñòü
ïðåäåë ôóíêöèè w = f(z) â òî÷êå z0 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè z → z0), åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0, òàêîå ÷òî

|f(z)− w0| < ε äëÿ âñåõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ 0 < |z − z0| < δ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè C(w0, ε) íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ
ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü C∗(z0, δ), òàêàÿ ÷òî

w = f(z) ∈ C(w0, ε) äëÿ âñåõ z ∈ C∗(z0, δ).

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ ïðèâû÷íûì îáîçíà÷åíèåì: lim
z→z0

f(z) = w0.
Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå z0, åñëè

lim
z→z0

f(z) = f(z0). (11)

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå z0 ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü îïðåäå-
ëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
(11).

Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E, åñëè îíà íåïðå-
ðûâíà â êàæäîé òî÷êå z ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
z1, z2 èç E, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z1−z2| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(z1)− f(z2)| < ε.
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Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâ-
íîñòè åå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé u(x, y) è v(x, y). Ïîýòîìó ìíîãèå
ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïåðåíîñÿòñÿ íà
ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òàê, âìåñòå ñ f(z) è g(z) íåïðåðûâíûìè
áóäóò (â èõ îáùåì ìíîæåñòâå íåïðåðûâíîñòè E) f(z)± g(z), f(z) · g(z) è f(z)

g(z)
(çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, â êîòîðûõ g(z) 6= 0).

Êðîìå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå G,
òî îíà:

1) îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå, ò.å. äëÿ âñåõ z ∈ G

|f(z)| ≤ M = const < ∞;

2) äîñòèãàåò íà G ñâîåé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå
òî÷êè z1, z2 ∈ G, ÷òî

|f(z1)| = sup
z∈G

|f(z)|, |f(z2)| = inf
z∈G

|f(z)|;

3) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà G (òåîðåìà Êàíòîðà).

2.2. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èõ îáðàùåíèå
Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ è åå îáðàùåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîäðîáíî

ôóíêöèþ w = z2. Ýòî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè C. Îäíàêî îäíîëèñòíîé îíà íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê z2 = (−z)2.
Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z =

√
w íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé.

Íàéäåì îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè w = z2. Ïóñòü z1 = r1e
iϕ1 è

z2 = r2e
iϕ2. Åñëè z2

1 = z2
2 , òî r1 = r2 è 2ϕ1 = 2ϕ2 + 2kπ èëè ϕ1 = ϕ2 + kπ.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè íå äîëæíî áûòü ÷èñåë, àðãóìåíòû
êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íà π. Äëÿ ïðîñòîòû, â êà÷åñòâå îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè
âîçüìåì âåðõíþþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòè.

Ôóíêöèÿ w = z2 îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü {z| 0 < arg z < π}
íà ïëîñêîñòü w ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à w ≥ 0. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå ëó÷è
arg z = 0 è arg z = π ïîëóïëîñêîñòè ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíèé è
íèæíèé êðàé (áåðåã) ðàçðåçà.

Â ñèëó îäíîëèñòíîñòè îòîáðàæåíèÿ, ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå îáðàòíîå
z0 = (

√
w)0. Çàïèñûâàÿ w â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå, ïîëó÷èì:

z0 = (
√

w)0 =
√

re
iϕ
2 , ãäå r = |w|, ϕ = arg w.

Íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ôóíêöèÿ w = z2 òàêæå îòîáðàæàåò íà ïëîñ-
êîñòü w ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à w ≥ 0. Ïðè÷åì ëó÷ arg z = π ïåðåõîäèò â
âåðõíèé êðàé ðàçðåçà, à ëó÷ arg z = 2π - â íèæíèé êðàé ðàçðåçà. Â ïîêàçà-
òåëüíîé ôîðìå îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä:

z1 = (
√

w)1 =
√

re
i(ϕ+2π)

2 .
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Òàêèì îáðàçîì, íà ïëîñêîñòè w ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à w ≥ 0 ñóùåñòâóåò
äâå íåïðåðûâíûå îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò îäíî
èç çíà÷åíèé √w.

Åñëè ðàññìîòðåòü √w â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé çàìêíóòóþ êðèâóþ, îáõî-
äÿùóþ òî÷êó w = 0, òî ôóíêöèè (

√
w)0 è (

√
w)1 íåëüçÿ îòäåëèòü äðóã îò

äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî, äâèãàÿñü ïî óêàçàííîé êðèâîé è âîçâðàùàÿñü â èñ-
õîäíóþ òî÷êó, ïîëó÷èì ïðèðàùåíèå arg w íà 2π, ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ôóíêöèè (

√
w)0 è (

√
w)1 ïåðåõîäÿò îäíà â äðóãóþ.

Ïîýòîìó ôóíêöèè z = (
√

w)0 è z = (
√

w)1 íàçûâàþò âåòâÿìè ìíîãî-
çíà÷íîé ôóíêöèè z =

√
w. Òî÷êà, îáõîä âîêðóã êîòîðîé â äîñòàòî÷íî ìàëîé

åå îêðåñòíîñòè ïðèâîäèò ê äðóãîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïðè íåïðåðûâíîì åå
èçìåíåíèè, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ýòîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè. Äëÿ
ôóíêöèè z =

√
w òàêèõ òî÷åê äâå: w = 0 è w = ∞.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïëîñêîñòè z, ïðè îòîáðàæåíèè z =

√
w. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì äâà ýê-

çåìïëÿðà ïëîñêîñòè w ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à w ≥ 0, ðàñïîëîæèì èõ îäèí íàä
äðóãèì è ñêëåèì íèæíèé áåðåã ðàçðåçà îäíîé ïëîñêîñòè ñ âåðõíèì áåðåãîì
ðàçðåçà äðóãîé, è íàîáîðîò. Ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü
ôóíêöèè z =

√
w. Ïðè ýòîì îáõîä òî÷êè âåòâëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïåðåõîäó íà

äðóãîé ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Òåïåðü, ïî àíàëîãèè, ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé z = n

√
w. Ëåãêî ïîíÿòü,

÷òî îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè - ýòî ñåêòîðà:

Dk =

{
z

∣∣∣∣
2kπ

n
< arg z <

2(k + 1)π

n

}
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Êàæäàÿ èç îáëàñòåé Dk âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòü w
ñ ðàçðåçîì âäîëü ëó÷à w ≥ 0. Çíà÷èò, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z = n

√
w ÿâëÿåòñÿ

n - çíà÷íîé. Äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Dk ìîæíî âûäåëèòü âåòâü ôóíêöèè
z = n

√
w:

zk = ( n
√

w)k = n
√

re
i(ϕ+2kπ)

n .

Òî÷êè w = 0 è w = ∞ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ
ïîðÿäêà n− 1 ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè z = n

√
w. Ïðè îáõîäå âîêðóã êàæäîé èç

íèõ íà ïëîñêîñòè w ìû ïåðåõîäèì îò âåòâè zk ê âåòâè zk+1, à ïîñëå zn−1 - ê
âåòâè z0. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç n ëèñòîâ.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ è åå îáðàùåíèå. Ðàíåå áûëà ââåäåíà ïî-
êàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè ey = cos y + i sin y è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ey1 · ey2 =
ey1+y2. Îïèðàÿñü íà ýòî, îïðåäåëèì ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî:

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y).

Óêàæåì âàæíåéøèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ez.
à) Êàê è äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñëó÷àÿ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

ez1 · ez2 = ez1+z2.
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á) Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ôóíêöèÿ ez ïåðèî-
äè÷åñêàÿ, ñ ïåðèîäîì T = 2πi:

ez+2πi = eze2πi = ez(cos 2π + i sin 2π) = ez.

â) Ôóíêöèÿ ez íåïðåðûâíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, òàê êàê
Re(ez) = ex cos y è Im(ez) = ex sin y ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè
äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Íàéäåì z = x + iy òàêîå, ÷òî ez = w. Èç óðàâíåíèÿ
ez = ex(cos y + i sin y) = |w|ei arg w

íàõîäèì
ex = |w|, y = arg w + 2kπ,

ò.å.
z = ln |w|+ i(arg w + 2kπ).

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ - ëîãàðèôìè÷åñêàÿ -
z = Ln w = ln |w|+ i(arg w + 2kπ)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íîé. Åå âåòâü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ k = 0, íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìà è îáîçíà÷àåòñÿ

z = ln w = ln |w|+ i arg w.

Ëîãàðèôì íå îïðåäåëåí â òî÷êå w = 0.
Íàéäåì îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè w = ez. Åñëè ez1 = ez2, òî

ex1 = ex2, ò.å. x1 = x2 è eiy1 = eiy2, ò.å. y1 = y2 + 2kπ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþ-
áàÿ ïîëîñà øèðèíîé 2π ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè äåéñòâèòåëüíîé îñè,
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè w = ez. Ðàçîáüåì ïëîñêîñòü z íà
ïîëîñû:

Dk = {z| 2kπ < Imz < 2(k + 1)π } , k = 0,±1,±2, . . . .

Êàæäàÿ òàêàÿ ïîëîñà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòü ñ ðàç-
ðåçîì ïî ëó÷ó (0,∞).

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè z = Ln w ñêëåèâàåòñÿ èç áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ëèñòîâ. Òî÷êè w = 0 è w = ∞ ÿâëÿþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè òî÷êàìè
âåòâëåíèÿ: ïðè îáõîäå âîêðóã ëþáîé èç íèõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä íà âñå íîâûå
è íîâûå âåòâè áåñêîíå÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè z = Ln w.

Îáùèå ïîêàçàòåëüíûå è ñòåïåííûå ôóíêöèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåííóþ ôóíêöèþ:

w = zα = eαLnz.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì îñíîâàíè-
åì β:

w = βz = ezLnβ.

Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòè ôóíêöèè ìíîãîçíà÷íû.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è îáðàòíûå ê íèì. Îïðåäåëèì òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàâåíñòâàìè:

cos z =
1

2
(eiz + e−iz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz), tg z =

sin z

cos z
. (12)

Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé:
à) Åñëè z = x ∈ R, òî sin z, cos z � îáû÷íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé:

sin z =
1

2i
(eix − e−ix) =

1

2i
((cos x + i sin x)− (cos x− i sin x)) = sin x.

á) Î÷åâèäíî, ôóíêöèè sin z, cos z íåïðåðûâíû íà C.
â) Ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ôóíêöèé cos z, sin z âñåõ ôîð-

ìóë òðèãîíîìåòðèè. Òàê, ðàâåíñòâî sin z = 0 â ñèëó (12) äàåò eiz − e−iz = 0
èëè e2iz = 1 = e2kπi, ò. å. íóëè ôóíêöèè sin z èìåþò âèä z = kπ, k = 0,±1, . . .
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî cos z = 0 ïðè z = π

2 + kπ.Îäíàêî cos z, sin z íå
îãðàíè÷åíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z. Íàïðèìåð,

|2 cos z|2 = (eiz + e−iz)(e−iz + eiz) = e−2y + e2y + 2 cos 2x →∞
ïðè z →∞ òàê, ÷òî |y| = |Imz| → ∞.

Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïóñòü w ∈ C. Íàéäåì z òàêîå,
÷òî sin z = w. Èç óðàâíåíèÿ

w = sin z =
eiz − e−iz

2i
=

e2iz − 1

2ieiz

íàõîäèì
e2iz − 2iweiz − 1 = 0, eiz = iw ±

√
1− w2,

ò.å.
iz = Ln(iw ±

√
1− w2).

Òàêèì îáðàçîì,
z = Arcsin w = −i[ln |iw ±

√
1− w2|+ i[arg(iw ±

√
1− w2) + 2kπ]]

� áåñêîíå÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ (k = 0,±1,±2, . . .). Åå âåòâü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
k = 0, íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé è îáîçíà÷àåòñÿ

z = arcsin w = −i ln(iw ±
√

1− w2).

Îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè w = sin z ìîæíî âûáðàòü ïî-ðàçíîìó.
Òàêèìè îáëàñòÿìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ïîëîñû

Dk =
{

z| (2k − 1)
π

2
< Rez < (2k + 1)

π

2

}
, k = 0,±1,±2, . . . .

Êàæäàÿ òàêàÿ ïîëîñà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòü ñ ðàç-
ðåçàìè ïî ëó÷àì (−∞,−1) è (1,∞).

Ôóíêöèÿ z = arcsin w èìååò äâå àëãåáðàè÷åñêèå òî÷êè âåòâëåíèÿ w = ±1
è îäíó òðàíñöåíäåíòíóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ w = ∞.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü

z = Arccos w = −i[ln |w ±
√

w2 − 1|+ i[arg(w ±
√

w2 − 1) + 2kπ]],

z = Arctg w = − i

2

[
ln

∣∣∣∣
1 + iw

1− iw

∣∣∣∣ + i

(
arg

1 + iw

1− iw
+ 2kπ

)]
.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè.Îïðåäåëèì ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ch z =
1

2
(ez + e−z), sh z =

1

2
(ez − e−z), th z =

sh z

ch z
.

Â ñèëó (12) îíè ñâÿçàíû ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñîîòíîøåíèÿìè

cos iz = ch z, sin iz = i sh z.

2.3. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé. Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà
Ïóñòü çàäàíà îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) íà

îáëàñòè E êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z.
Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

lim
∆z→0

∆w

∆z
= lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z
, z + ∆z ∈ E. (13)

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ f ′(z), à ñàìà ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîé (ìîíîãåííîé) â òî÷êå z.

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå ìîíîãåííîñòè ôóíêöèè f(z) ïðåäåë f ′(z) íå çàâèñèò
îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ∆z = ∆x + i∆y ê íóëþ, òî, ïîëîæèâ ñíà÷àëà ∆z =
∆x (∆y = 0), à ïîòîì ∆z = i∆y (∆x = 0), ïîëó÷èì

f ′(z) = lim
∆x→0

[
u(x + ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i

v(x + ∆x, y)− v(x, y)

∆x

]
=

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

= lim
∆y→0

[
u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+

v(x, y + ∆y)− v(x, y)

∆y

]
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
,

îòêóäà
∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (14)

Ðàâåíñòâà (14) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè�Ðèìàíà.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f(z) ìîíîãåííà â òî÷êå z, òî ñóùåñòâóþò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ux, uy, vx, vy, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óñëîâèÿìè
(14). Îäíîãî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà íåäîñòàòî÷íî äëÿ ìîíîãåí-
íîñòè f(z), ÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè

f(z) =

{
e−1/z4

, z 6= 0
0, z = 0

(15)
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Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè f(z) èìååì f(0) = 0, òî åå
ïðîèçâîäíóþ f ′(0) ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê lim

z→0

f(z)
z , ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèè (15)

â òî÷êå z = 0, ïîëàãàÿ z = x, à çàòåì z = iy, ïîëó÷èì:

lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

1

x
e−

1
x4 = ux + ivx = 0,

lim
y→0

f(iy)

iy
= lim

y→0

1

iy
e
− 1

y4 = vy − iuy = 0,

ò.å. ux = uy = vx = vy = 0 â òî÷êå z, è óñëîâèÿ (14) âûïîëíåíû, íî f(z) íå
ìîíîãåííà, äàæå íå íåïðåðûâíà â òî÷êå z = 0, òàê êàê f [(1+ i)x] = e

1
4x4 →∞

ïðè x → 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ôóíêöèé u(x, y), v(x, y) â òî÷êå z âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà ÿâ-
ëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ ìîíîãåííîñòè ôóíêöèè f(z) = u + iv â òî÷êå
z.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé u(x, y), v(x, y) â
òî÷êå z = x + iy èìååì

∆u =
∂u

∂x
∆x +

∂u

∂y
∆y + o1(ρ), ∆v =

∂v

∂x
∆x +

∂v

∂y
∆y + o2(ρ), (16)

ãäå ρ=|∆z| =
√

(∆x)2 + (∆y)2, à o1(ρ) è o2(ρ) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíê-
öèè âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ρ, ò.å. lim

ρ→0

oi(ρ)
ρ = 0 (i = 1, 2). Ïîýòîìó,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî o1(ρ) + io2(ρ) = o(ρ) (ρ → 0), èìååì (â ñèëó (14))

∆w

∆z
=

∆u + i∆v

∆x + i∆y
=

∂u
∂x∆x + ∂u

∂y∆y + i
(

∂v
∂x∆x + ∂v

∂y∆y
)

∆x + i∆y
+

o(ρ)

∆z
=

=
∂u
∂x(∆x + i∆y) + ∂v

∂x(i∆x−∆y)

∆x + i∆y
+

o(ρ)

ρ
· ρ

∆z
=

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+ o(1),

òàê êàê
∣∣ ρ
∆z

∣∣ = ρ
|∆z| = 1. Ñèìâîë o(1) îçíà÷àåò áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ

ïðè ρ → 0. Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆z→0

∆w

∆z
=

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= f ′(z),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç ñâîéñòâ ïðåäåëîâ è îïðåäåëåíèÿ (13) âûòåêàåò, ÷òî äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòü f(z) â òî÷êå z ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó
∆w

∆z
= f ′(z) + α(∆z), ãäå α(∆z) → 0 ïðè ∆z → 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ
∆w = ∆f = f ′(z)∆z + α(∆z)∆z. (17)

Âûðàæåíèå f ′(z)∆z � ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ (îòíîñèòåëüíî ∆z) ÷àñòü ïðèðà-
ùåíèÿ ∆f � íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z è îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç df(z) = f ′(z)∆z. Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(z) = z, òî df = dz = ∆z,
ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü df(z) = f ′(z)dz.

Åñëè ∆z → 0, òî èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ∆w → 0, à ýòî îçíà÷àåò: äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå z âëå÷åò çà ñîáîé íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(z) â òîé
æå ñàìîé òî÷êå.

Îäíàêî íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð íåïðåðûâíîé è íèãäå íå äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè, íàïðèìåð f(z) = z = x − iy. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà íå âûïîëíÿþòñÿ íè â îäíîé òî÷êå ïëîñêîñòè z.

Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè E, åñëè îíà ìîíî-
ãåííà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè E.

Åñëè ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â òî÷êå z, òî
ïîä ýòèì áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî îíà àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíê-
öèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ïåðåíîñÿòñÿ íà ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî.

Ñïðàâåäëèâû òàêæå òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé è îáðàòíîé ôóíê-
öèè. Ïðèâåäåì èõ áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè w = f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëà-
ñòè E íà ïëîñêîñòè z, ïðè÷åì â îáëàñòè åå çíà÷åíèé D íà ïëîñêîñòè w
îïðåäåëåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ζ = ϕ(w), òî ôóíêöèÿ F (z) = ϕ[f(z)]
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè E, ïðè÷åì

F ′(z) = ϕ′[f(z)] · f ′(z).

Òåîðåìà 2.2. Åñëè w = f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëà-
ñòè E, ïðè÷åì |f ′(z)| 6= 0 â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè z0 ∈ E, òî â
îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 = f(z0) îáëàñòè D çíà÷åíèé ôóíêöèè f(z) îïðå-
äåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z = ϕ(w), ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

f ′(z0) =
1

ϕ′(w0)
.
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2.4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü f(z) = c, òîãäà f ′(z)= lim
∆z→0

c−c
∆z =0.

Ðàññìîòðèì ñòåïåííóþ ôóíêöèÿ f(z) = zn, ãäå n - öåëîå.
Ïðè n > 0 ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì

f ′(z) = lim
∆z→0

(z + ∆z)n − zn

∆z
= lim

∆z→0

nzn−1∆z + o(∆z)

∆z
= nzn−1.

Ïðè n < 0, ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì
(

1

zn

)′
=
−nzn−1

z2n
=
−n

zn+1 .

Ôóíêöèÿ zn ïðè n ≥ 0 àíàëèòè÷åñêàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè z, à ïðè n < 0
âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè z = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = ez ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà âñåé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè z. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà
(14). Òàê êàê ez = ex(cos y + i sin y), òî u(x, y) = ex cos y è v(x, y) = ex sin y.
Òàêèì îáðàçîì:

∂u

∂x
= ex cos y =

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −ex sin y = −∂v

∂x
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) íà âñåé
ïëîñêîñòè z, ôóíêöèÿ ez ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íà âñåé ïëîñêîñòè z. Âû-
÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ:

(ez)′ =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos y + iex sin y = ez.

Àíàëîãè÷íî
(eαz)′ = αeαz,

ãäå α - ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè ôóíêöèé è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:
(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z, (sh z)′ = ch z, (ch z)′ = sh z.

Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé w = n
√

z è w = Ln z âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè

( n
√

z)′ =
1

(wn)′
=

1

nwn−1 =
1

nz
n−1

n

=
n
√

z

nz
.

Äëÿ ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé áåðåòñÿ îäèíàêîâàÿ âåòâü n
√

z.

(Ln z)′ =
1

(ew)′
=

1

ew
=

1

z
.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû çäåñü âû÷èñëèëè ïðîèçâîäíóþ íå îò ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè Ln z, à îò åå îïðåäåëåííîé îäíîçíà÷íîé âåòâè, ñîîòâåòñòâóþùåé

20



íåêîòîðîìó k. Òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îêàçàëàñü ðàâíîé ôóíêöèè 1
z , íå

çàâèñÿùåé îò k, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàçëè÷íûå âåòâè ôóíêöèè Ln z îòëè-
÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó 2kπi.

2.5. Ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè
Îäíîçíà÷íàÿ â îáëàñòè D äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) äåéñòâèòåëü-

íûõ ïåðåìåííûõ x, y, îáëàäàþùàÿ íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
âòîðîãî ïîðÿäêà è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0, (18)

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (18) íàçûâà-

åòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, à äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 -
îïåðàòîðîì Ëàïëàñà.

Åñëè ãàðìîíè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) ñâÿçàíû óñëî-
âèÿìè Êîøè-Ðèìàíà, òî ôóíêöèÿ v(x, y) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æ¼ííîé ñ ôóíêöèåé u(x, y).

Â äàëüíåéøåì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) èìååò â D ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Â ÷àñòíîñòè,
êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, å¼ ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
. (19)

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) ñàìà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D ñ
ôóíêöèåé, òî èç (19) çàêëþ÷àåì, ÷òî

f ′′(z) =
∂2u

∂x2 + i
∂2v

∂x2 = −∂2u

∂y2 − i
∂2v

∂y2 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∆u = 0 è ∆v = 0. Ïîñêîëüêó f ′′(z) òîæå àíàëèòè÷íà â
D, òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé u(x, y), v(x, y) íåïðå-
ðûâíû.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé â îá-
ëàñòè D ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y) � ãàðìîíè÷åñêèå â D ôóíêöèè,
à ïîñêîëüêó îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà, òî ôóíêöèÿ v(x, y)
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííîé ñ u(x, y).

Îáðàòíî, åñëè u(x, y) è v(x, y) � ïðîèçâîëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå â îáëàñòè
D ôóíêöèè, ïðè÷¼ì v(x, y) � ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ u(x, y), òî â ñè-
ëó óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y),
âûòåêàþùåé èç íåïðåðûâíîñòè èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D.
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Ïóñòü òåïåðü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ u(x, y). Â ñèëó ðàâåíñòâà ∆u = 0 âûðàæåíèå

−∂u

∂y
dx +

∂u

∂x
dy

åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç v(x, y),
ïðè÷¼ì

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

−∂u

∂y
dx +

∂u

∂x
dy + C,

ãäå (x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ, à (x, y) � ïåðåìåííàÿ òî÷êà îá-
ëàñòè D, C � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à èíòåãðàë íå çàâè-
ñèò îò ëåæàùåãî â îáëàñòè D ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
v(x, y) ñâÿçàíà ñ u(x, y) óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà, ïîýòîìó ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè v(x, y) íåïðåðûâíû, à ñëåäîâàòåëüíî, v(x, y)
ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèè

f(z) = u(x, y) + i

(x,y)∫

(x0,y0)

−∂u

∂y
dx +

∂u

∂x
dy + iC.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(z) îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî å¼ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé àääèòèâ-
íîé ìíèìîé ïîñòîÿííîé iC.
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3. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
3.1. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà. Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ
Æîðäàíà Γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå b è çàäàííóþ íà íåé íåïðå-
ðûâíóþ ôóíêöèþ f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç zk = xk + iyk,
k = 1, 2, . . . , n, ñëåäóþùèå äðóã çà äðóãîì â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
ôèêñèðîâàííûå òî÷êè íà êðèâîé Γ, îòëè÷íûå îò åå êîíöîâ, è ñîñòàâèì ñóììó

S =
n∑

k=0

f(ζk)∆zk, (20)

ãäå ζk = ξk + iηk − íåêîòîðàÿ òî÷êà äóãè _
zkzk+1 êðèâîé Γ, ∆zk=

=zk+1 − zk=∆xk + i∆yk, z0 = a, zn+1 = b.
Ïðåäñòàâëÿÿ ñóììó (20) â âèäå

S = S1 + iS2 =
n∑

k=0

[u(ξk, ηk)∆xk − v(ξk, ηk)∆yk]+

+i
n∑

k=0

[v(ξk, ηk)∆xk + u(ξk, ηk)∆yk]

è óñòðåìëÿÿ n ê ∞ ïðè óñëîâèè, ÷òî max
0≤k≤n

|∆zk| → 0 ïðè n → ∞, â ïðåäåëå
ïîëó÷èì êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

lim
n→∞

S1 =

∫

Γ

udx− vdy, lim
n→∞

S2 =

∫

Γ

vdx + udy,

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ â ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî Γ è f(z)
äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðèíÿòûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñóììû (20), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì îò ôóíêöèè f(z) ïî êðèâîé Γ:

lim
n→∞

S =

∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ

udx− vdy + i

∫

Γ

vdx + udy. (21)

Íàïîìíèì, ÷òî óïîìÿíóòûé ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê zk, ζk.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ Γ çàäàíà óðàâíåíèåì z = z(t), t ∈ [α, β], òî

ïîä
∫
Γ

f(z)dz ìîæíî òàêæå ïîíèìàòü èíòåãðàë

β∫

α

f [z(t)]z′(t)dt =

β∫

α

Re{f [z(t)]z′(t)}dt + i

β∫

α

Im{f [z(t)]z′(t)}dt.
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Èç (20) î÷åâèäíî, ÷òî íàðÿäó ñ (21) ñóùåñòâóåò è ïðåäåë ñóìì
n∑

k=0
f(ζk)(zk−

zk+1), êîòîðûé îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì
∫
Γ−

f(z)dz, ãäå çíàê ¾�¿ ïðè Γ îçíà÷à-
åò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî Γ ïðîèñõîäèò â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. ßñíî
òàêæå, ÷òî ∫

Γ−

f(z)dz = −
∫

Γ

f(z)dz. (22)

Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà (21) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå
åãî ñâîéñòâà:

1. Åñëè fk(z), k = 1, 2, . . . , m, � îïðåäåëåííûå íà Γ íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè è ck � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, òî

∫

Γ

[
m∑

k=1

ckfk(z)

]
dz =

m∑

k=1

ck

∫

Γ

fk(z)dz. (23)

2. Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ ñîñòîèò èç m êóñêîâ Γ1, Γ2, . . . , Γm, ò.å.
Γ =

m⋃
k=1

Γk, òî

∫

Γ

f(z)dz =
m∑

k=1

∫

Γk

f(z)dz, (24)

ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî êàæäîé äóãå Γk ïðîèñõîäèò
â íàïðàâëåíèè, ïîðîæäåííîì íàïðàâëåíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ íà Γ.

Åñëè êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ Γ ñîñòîèò èç m ãëàäêèõ êðèâûõ Γk, òî
èíòåãðàë ïî êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (24).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàíèöà ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè D ñîñòîèò èç çàìêíó-
òûõ êðèâûõ Æîðäàíà, òî ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì íà ãðàíèöå ∂D =
Γ ýòîé îáëàñòè ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåíèå, îñòàâëÿþùåå îáëàñòü ñëåâà. Ïîýòî-
ìó â ñëó÷àå, êîãäà ñîâîêóïíîñòü Γ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ Γ0, Γ1, . . . , Γm ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé (m + 1)�ñâÿçíîé
îáëàñòè, ïðè÷åì Γ1, Γ2, . . . , Γm ëåæàò âíóòðè Γ0, ìîæíî íàïèñàòü ∂D = Γ =

Γ0 ∪
{

m⋃
k=1

Γ−
k

}
, è ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåïðåðûâíîé íà Γ ôóíêöèè f(z) â ñèëó

(22) ïîëó÷èì
∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ0

f(z)dz −
m∑

k=1

∫

Γk

f(z)dz. (25)

3. Íàðÿäó ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé f(z) èíòåãðèðóåìà è ôóíêöèÿ |f(z)|,
ïðè÷åì â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è îïðåäåëåíèÿ äëèíû êðèâîé èìååò
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ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

Γ

|f(z)| · |dz| ≤ max
z∈Γ

|f(z)| L, (26)

ãäå L � äëèíà êðèâîé Γ.
4. Åñëè çàäàííàÿ íà Γ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(z)}, n = 1, 2, . . . , íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Γ ê f(z), òî ôóíêöèÿ f(z) èíòå-
ãðèðóåìà (èáî íåïðåðûâíà) è

lim
n→∞

∫

Γ

fn(z)dz =

∫

Γ

f(z)dz. (27)

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(z)}
íà Γ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N = N(ε) > 0, ÷òî |fn(z) −
f(z)| < ε

L äëÿ âñåõ z ∈ Γ è n > N . Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (23) è (26) èìååì∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

fn(z)dz −
∫

Γ

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

Γ

[fn(z)dz − f(z)]dz

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫

Γ

|fn(z)− f(z)| · |dz| < ε ïðè n > N,

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (27).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä f(z) =

∞∑
k=1

fk(z) íåïðåðûâíûõ
íà Γ ôóíêöèé fk(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Γ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Γ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó (27) è (23) èìååì

∫

Γ

[ ∞∑

k=1

fk(z)

]
dz = lim

n→∞

∫

Γ

[
n∑

k=1

fk(z)

]
dz =

= lim
n→∞

n∑

k=1

∫

Γ

fk(z)dz =
∞∑

k=1

∫

Γ

fk(z)dz,

ò. å. ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùåãîñÿ íà Γ ðÿäà íåïðåðûâíûõ íà ýòîé êðèâîé ôóíêöèé fk(z).
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3.2. Òåîðåìà Êîøè

Òåîðåìà 3.1. (Êîøè). Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòè D è γ - ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà, ëåæàùàÿ
â D, òî ∫

γ

f(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â
îáëàñòè D. Òîãäà ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûìè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

â ñèëó êîòîðûõ âûðàæåíèÿ vdx + udy è udx − vdy ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äèô-
ôåðåíöèàëàìè íåêîòîðûõ ôóíêöèé. Òàê êàê êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïî
çàìêíóòîé êðèâîé γ îò ýòèõ âûðàæåíèé ðàâíû íóëþ òî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó
(21), ïîëó÷àåì

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ

udx− vdy + i

∫

γ

vdx + udy = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D,
òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∫
γ

f(z)dz, âçÿòîãî âäîëü ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðè-

âîé Æîðäàíà γ, ëåæàùåé â D, íå çàâèñèò îò êðèâîé γ, à îïðåäåëÿåòñÿ
ëèøü ïîëîæåíèÿìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê ýòîé êðèâîé.

Äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé òåîðåìà Êîøè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíà. Â
ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ f(z) = 1

z àíàëèòè÷íà âñþäó â êîëüöå 1
2 < |z| < 2,

îäíàêî èíòåãðàë âäîëü îêðóæíîñòè |z| = 1 íå ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,
âäîëü îêðóæíîñòè |z| = 1, ãäå z = eiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π (íà÷àëî ïóòè â òî÷êå
z = 1), èìååì:

∫

|z|=1

dz

z
=

2π∫

0

ieiϕdϕ

eiϕ
= 2πi.

Â òåîðåìå Êîøè ðå÷ü èäåò îá èíòåãðàëå ïî çàìêíóòîé êðèâîé Æîðäà-
íà, ëåæàùåé âíóòðè îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè. Ìåæäó òåì, èíîãäà
ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû âäîëü êðèâûõ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ,
îñòàâàÿñü íåïðåðûâíîé, ïåðåñòàåò áûòü àíàëèòè÷åñêîé. Îêàçûâàåòñÿ, òåîðå-
ìà Êîøè îñòàåòñÿ âåðíà è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.
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Òåîðåìà 3.2. (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Êîøè). Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà
â îáëàñòè D ⊂ C, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Æîðäà-
íà Γ, è íåïðåðûâíà â D, òî ∫

Γ

f(z)dz = 0.

Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Êîøè âåðíà è äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè.
Òåîðåìà 3.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â (m + 1)-ñâÿçíîé îáëàñòè
D, ãðàíèöà Γ êîòîðîé ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ Æîðäàíà Γ0, Γ1, . . . , Γm, ãäå Γ0 ñîäåðæèò âíóòðè
ñåáÿ âñå îñòàëüíûå êðèâûå, è íåïðåðûâíà â D, òî

∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ0

f(z)dz −
m∑

k=1

∫

Γk

f(z)dz = 0. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σk, k = 0, 1, . . . , m, íå ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ãëàäêèå îòêðûòûå äóãè Æîðäàíà, ëåæàùèå â D è ñîåäèíÿþùèå ñîîò-
âåòñòâåííî Γk ñ Γk+1, Γm+1 = Γ0. Ïðîâåäåííûìè âäîëü ðàçðåçàìè îáëàñòü D
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè D′ è D′′ ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè æîðäà-
íîâûìè ãðàíèöàìè Γ′ è Γ′′ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

∫

Γ′

f(z)dz +

∫

Γ′′

f(z)dz =

∫

Γ

f(z)dz =

∫

Γ0

f(z)dz −
m∑

k=1

∫

Γk

f(z)dz

è îáîáùåííîé òåîðåìû Êîøè äëÿ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòÿõ D
′ è D

′′ è ïîëó-
÷àåì (28).

3.3. Òåîðåìà Ìîðåðà. Ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 3.4. (Ìîðåðà). Åñëè ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D è äëÿ
ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé æîðäàíîâîé êðèâîé γ, ëåæàùåé â D,∫

γ

f(t)dt = 0, (29)

òî ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â D.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà, ñîåäè-

íÿþùàÿ òî÷êè z0 ∈ D è z ∈ D è ëåæàùàÿ â îáëàñòè D. Óñëîâèå (29) îçíà÷àåò,
÷òî

∫
σ

f(t)dt íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, à òîëüêî îò åãî íà÷àëà è
êîíöà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì z0 ∈ D ìîæíî íàïèñàòü

∫

σ

f(t)dt =

z∫

z0

f(t)dt = F (z). (30)
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Âñëåäñòâèå (29) äëÿ z è z +∆z èç îáëàñòè D â ñèëó (30), (22) è (24) ïîëó÷èì
òàêæå ðàâåíñòâî

F (z + ∆z)− F (z) =

z+∆z∫

z0

f(t)dt−
z∫

z0

f(t)dt =

z+∆z∫

z

f(t)dt.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(z) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî
C(δ, z) ⊂ D è |f(t) − f(z)| < ε äëÿ âñåõ t ∈ C(δ, z). Ïîýòîìó, ïðåäïîëàãàÿ
|∆z| < δ, èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z) =

1

∆z

z+∆z∫

z

[f(t)− f(z)]dt,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùå-
ãî òî÷êè z è z + ∆z è ëåæàùåãî â îáëàñòè D, áóäåì èìåòü∣∣∣∣

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ < ε,

îòêóäà ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè F (z) è ðàâåíñòâî
F ′(z) = f(z), z ∈ D. (31)

Ïîñêîëüêó ïî äîêàçàííîìó âûøå F (z) èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, òî
è ôóíêöèÿ f(z) = F ′(z) èìååò ïðîèçâîäíóþ â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D, ò.å.
f(z) àíàëèòè÷íà â D.

Ñîâîêóïíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D ôóíêöèé Φ(z), îáëàäàþùèõ
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

Φ′(z) = f(z), (32)
ãäå f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ, íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì
èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(z).

Ïîëàãàÿ Φ(z)−F (z) = U(x, y) + iV (x, y), â ñèëó (31) è (32) áóäåì èìåòü
Φ′(z)− F ′(z) = [U(x, y) + iV (x, y)]′ = Ux + iVx = Vy − iUy = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî Ux = Uy = Vx = Vy = 0 âñþäó â D. Ñëåäîâàòåëüíî,
Φ(z) − F (z) = C = const â îáëàñòè D. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (30) èìååì
ðàâåíñòâî

Φ(z) =

z∫

z0

f(t)dt + C,

îòêóäà, ââèäó òîãî, ÷òî C = Φ(z0), ñëåäóåò ôîðìóëà Ëåéáíèöà
z∫

z0

f(t)dt = Φ(z)− Φ(z0).
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3.4. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè
Äîêàçàííàÿ âûøå òåîðåìà Êîøè âëå÷åò çà ñîáîé ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé.

Â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè åå àíàëèòè÷íîñòè è
ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ýòîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D ⊂ C ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è íåïðåðûâíà â D. Òîãäà

f(z0) =
1

2πi

∫

Γ

f(z)dz

z − z0
. (33)

Äîêàçàòåëüñòâî.Óäàëèì èç îáëàñòè D êðóã C(r, z0) òàêîé, ÷òî C(r, z0) ⊂
D, è îáîçíà÷èì ÷åðåç γr îêðóæíîñòü |z − z0| = r, îðèåíòèðîâàííóþ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîé îáëàñòè Dr = D\C(r, z0) ôóíê-
öèè f(z)

z−z0
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîãî z. À òàê êàê îíà

íåïðåðûâíà â Dr, òî ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Êîøè ïîëó÷àåì
∫

Γ

f(z)dz

z − z0
=

∫

γr

f(z)dz

z − z0
. (34)

Äëÿ z ∈ γr èìååì z = z0 + reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, dz = ireiϕdϕ, ïîýòî-
ìó, âûíîñÿ çà çíàê èíòåãðàëà ïîñòîÿííûé îòíîñèòåëüíî z ìíîæèòåëü f(z0),
ïîëó÷èì:

1

2πi

∫

γr

f(z0)dz

z − z0
=

f(z0)

2πi

2π∫

0

ireiϕdϕ

reiϕ
= f(z0). (35)

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (34) è (35) èìååì:
1

2πi

∫

Γ

f(z)dz

z − z0
− f(z0) =

1

2πi

∫

γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz. (36)

Îöåíèì ýòó ðàçíîñòü. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (26) è íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè f(z) â îáëàñòè D ïîëó÷àåì

∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫

γr

∣∣∣∣
f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣ |dz| ≤

≤ 1

2π
max

γr

|f(z)− f(z0)|2πr

r
= max

0≤ϕ≤2π
|f(z0 + reiϕ)− f(z0)| −→

r→0
0,

îòêóäà âèäíî, ÷òî íàøà ðàçíîñòü ïðè óìåíüøåíèè r ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê âèäíî èç ëåâîé ÷àñòè (36), ýòà
ðàçíîñòü íå çàâèñèò îò r. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ðàçíîñòü ðàâíà
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íóëþ è âåðíî ðàâåíñòâî (33), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé
Êîøè. Èíòåãðàë â ýòîé ôîðìóëå íàçûâàþò èíòåãðàëîì Êîøè.

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà Êîøè èìååò ìåñòî è äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè
D.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû òî÷êà z0 ëåæèò âíå D, òî ôóíê-
öèÿ f(z)

z−z0
ïåðåìåííîãî z ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â D è íåïðåðûâíîé â D.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ îáîáùåííóþ òåîðåìó Êîøè, ïîëó÷àåì
1

2πi

∫

Γ

f(z)dz

z − z0
= 0.

3.5. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà
Ðàññìàòðèâàÿ èíòåãðàë Êîøè, ìû âèäèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

çàâèñèò îò äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z è
ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé z0. Òåì ñàìûì èíòåãðàë Êîøè ÿâëÿåò-
ñÿ èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà z0. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè îáùèõ ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, çàâèñÿùèõ îò
ïàðàìåòðà.

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ϕ(z, t) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííàÿ äëÿ çíà÷åíèé z èç íåêîòîðîé îáëàñòè E è äëÿ t, ïðèíàäëåæà-
ùèõ íåêîòîðîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ.

Òîãäà èíòåãðàë îò ôóíêöèè ϕ(z, t) ïî êðèâîé Γ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî
z ∈ E è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîìïëåêñíîé z:

F (z) =

∫

Γ

ϕ(z, t)dt.

Â óñëîâèÿõ, ïðèâåäåííûõ âûøå, ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(z, t) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé
â E ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t ∈ Γ è, âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ∂ϕ

∂z (z, t),
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå èçìåíåíèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ôóíêöèÿ
F (z)-àíàëèòè÷åñêàÿ â E, ïðè÷åì

F ′(z) =

∫

γ

∂ϕ

∂z
(z, t)dt.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ∂ϕ
∂z (z, t) êàê ôóíêöèÿ îò äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ

ñíîâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, òî F ′(z) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè E.

3.6. Âûñøèå ïðîèçâîäíûå
Ðàññìîòðåííîå âûøå ñâîéñòâî èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ïîç-

âîëÿåò óñòàíîâèòü âàæíîå ñâîéñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D
è íåïðåðûâíîé â D = D ∪ Γ. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå z ∈ D ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(z), ïðè÷åì n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

Γ

f(t)dt

(t− z)n+1 . (37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â D íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ ïîäîáëàñòü
D1, ïðè÷åì ρ(D1, Γ) ≥ d > 0. Ôóíêöèÿ

ϕ(z, t) =
f(t)

t− z

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî z â D1 äëÿ ëþáîãî t ∈ Γ. Ïðè÷åì
åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂ϕ

∂z = f(t)
(t−z)2 â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
(3.6). Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(t)dt

(t− z)2 .

Â ïîëó÷åííîì èíòåãðàëå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïÿòü îáëàäàåò âñåìè
íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû (3.6). Ïîâòîðÿÿ íàøè
ðàññóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç è ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ D ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìêíóòóþ ïîäîáëàñòü D1, ïîëó-
÷èì ôîðìóëó (37).
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4. Ðÿäû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
4.1. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Íàïîìíèì èçâåñòíûå èç àíàëèçà ïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðÿ-
äàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑

k=1

fk(z), (38)

÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè fk(z), îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå E ⊂ C, ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E, åñëè îí ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå
z ∈ E. Ïóñòü ñóììà ýòîãî ðÿäà ðàâíà S(z), à Sn(z) =

n∑
k=1

fk(z).
Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (38)íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà E, åñëè

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N = N(ε), ÷òî |S(z) − Sn(z)| < ε
äëÿ âñåõ n > N è z ∈ E.
Òåîðåìà 4.1. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè äëÿ âñåõ z ∈ E êàæäûé ÷ëåí
fk(z) ðÿäà (38), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó

|fk(z)| ≤ ak, k = n0, n0 + 1, ..., (39)

è ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑

k=n0

ak ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (38) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (è àáñî-

ëþòíî) íà ìíîæåñòâå E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

k=n0

ak äëÿ

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N = N(ε), ÷òî
m∑

k=1
an+k < ε äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m è ëþáîãî n > N . Äàëåå, â ñèëó (39) èìååì∣∣∣∣∣
m∑

k=1

fn+k(z)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=1

|fn+k(z)| ≤
m∑

k=1

an+k < ε, (40)

îòêóäà íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ Êîøè óáåæäàåìñÿ â ðàâíîìåðíîé è àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (38) íà ìíîæåñòâå E.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî ñóììû ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.
Òåîðåìà 4.2. Ñóììà S(z) ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà ìíîæåñòâå E ðÿäà
(38) íåïðåðûâíûõ íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé fk(z) íåïðåðûâíà íà ìíî-
æåñòâå E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü z0 - ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà E. Òîãäà äëÿ z ∈ E èìååì

|S(z)− S(z0)| ≤ |S(z)− SN(z)|+ |SN(z)− SN(z0)|+ |SN(z0)− S(z0)|.
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Ïî çàäàííîìó ε > 0 â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (38) íàéäåòñÿ
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε), ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ïðàâîé
÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäóò ìåíüøå ε

3 , à çàòåì, ïðè ôèêñèðîâàííîì N , â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè SN(z) êàê ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé fk(z) íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δ = δ(ε, z0) > 0, ÷òî ïðè |z − z0| < δ è âòîðîå
ñëàãàåìîå áóäåò ìåíüøå ε

3 . Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî |S(z)−S(z0)| < ε, êàê òîëü-
êî |z − z0| < δ, ÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü S(z) â òî÷êå z0, à çíà÷èò, â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè z0 ∈ E, è íà ìíîæåñòâå E.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðÿäàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî âíóòðè îáëàñòè, åñëè îíî èìå-
åò ìåñòî íà ëþáîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå ýòîé îáëàñòè.

Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ñóììà f(x) ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùåãîñÿ â èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R ðÿäà

∞∑
k=1

fk(x) äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
ìîæåò îêàçàòüñÿ íå äèôôåðåíöèðóåìîé, à ïðè íàëè÷èè ïðîèçâîäíîé f ′(x)

ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû f ′(x) =
∞∑

k=1
f ′k(x). Â îòëè÷èå îò ýòîãî â êîì-

ïëåêñíîì àíàëèçå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.3. (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ðÿä

∞∑

k=1

fk(z) (41)

àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D ôóíêöèé fk(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè
îáëàñòè D, òî ñóììà f(z) ýòîãî ðÿäà àíàëèòè÷íà â D, ïðè÷åì

f (p)(z) =
∞∑

k=1

f
(p)
k (z) (42)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî p è ðÿä (42) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè
D.

Ïðèìå÷àíèå. Òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àíàëè-
òè÷åñêèõ â îáëàñòè D ôóíêöèé fn(z), n = 1, 2, . . . , ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
âíóòðè D ê f(z), òî ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, ïðè÷åì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ f

(p)
n ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé f (p)(z),

p = 1, 2, . . . .

4.2. Ñòåïåííûå ðÿäû
Ïðè èçó÷åíèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî îãðà-

íè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðÿäîâ âèäà
∞∑

k=0

ckz
k, (43)
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ãäå ck - çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òàê êàê îáùèé ñëó÷àé ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑

k=0
ck(z − z0)

k ïðèâîäèòñÿ ê ðÿäó âèäà (43) ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííîãî.

Òåîðåìà 4.4. (Êîøè-Àäàìàðà). Ïóñòü l = lim
k→∞

k
√
|ck|. Òîãäà ïðè l = 0 ðÿä

(43) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðè l = ∞ îí
ñõîäèòñÿ òîëüêî â òî÷êå z = 0, à â ñëó÷àå, êîãäà 0 < l < ∞, ðÿä (43)
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < 1

l è ðàñõîäèòñÿ ïðè |z| > 1
l .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî äëÿ z = 0 óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû âåðíî ïðè ëþáûõ êîýôôèöèåíòàõ ck, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì l.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îòäåëüíî êàæäûé èç óêàçàííûõ òðåõ ñëó÷àåâ äëÿ z 6= 0.

1) l = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
l = lim

k→∞
k
√
|ck| = lim

k→∞
k
√
|ck|

è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî z èìååì

lim
k→∞

k

√
|ckzk| = |z| lim

k→∞
k
√
|ck| = 0.

Â ñèëó ïðèçíàêà Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ðÿä
∞∑

k=0
|ckz

k| ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì êîíå÷íîì z, ò.å. ðÿä (43) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

2) l = ∞. Åñëè áû ðÿä (43) ñõîäèëñÿ ïðè íåêîòîðîì z 6= 0, òî â ñèëó
íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ åãî ñõîäèìîñòè ìîæíî áûëî áû óêàçàòü òàêîå ÷èñëî
M > 1, ÷òî |ckz

k| < M èëè k
√
|ck| < M

|z| , k = 1, 2, ..., ÷òî íåâîçìîæíî, èáî
óñëîâèå l = ∞ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { k

√
|ck|} íå îãðàíè÷åíà.

3) 0 < l < ∞. Ïóñòü 0 < |z| < 1
l . Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà äëÿ

ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òî k
√
|ck| < l + ε ïðè

k > N . Ïîëîæèâ ε = 1−l|z|
2|z| , ïîëó÷èì

k
√
|ck| < l +

1− l|z|
2|z| =

1 + l|z|
2|z| ,

èëè
|z| k

√
|ck| < 1 + l|z|

2
= q < 1, (44)

òàê êàê l|z| < 1. Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (44) â ñòåïåíü k, ïîëó÷èì
|z|k|ck| èëè |ckz

k| < qk, ïðè k > N. (45)
Òàê êàê ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì qk, q < 1 ñõîäèòñÿ, òî â ñèëó (45) àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ ðÿä (43) ïðè |z| < 1

l .
Ïóñòü òåïåðü |z| > 1

l . Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ kn, n = 1, 2, ..., äëÿ êîòî-
ðûõ kn

√
|ckn

| > l− ε. Ïîëîæèâ òåïåðü ε = l|z|−1
|z| , áóäåì èìåòü |z| kn

√
|ckn

| > 1 è,
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ñëåäîâàòåëüíî, |ckn
zkn| > 1. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè |z| > 1

l íå âûïîëíÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (43), ò.å. îí ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4.5. (Àáåëÿ). Åñëè ðÿä (43) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0 6= 0, òî îí àáñî-
ëþòíî ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < |z0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èç óñëîâèÿ òåîðåìû è òåîðåìû Êîøè-
Àäàìàðà ñëåäóåò, ÷òî |z0| ≤ 1

l , è ïî òåîðåìå Êîøè-Àäàìàðà ðÿä (43) àáñî-
ëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè |z| < |z0| ≤ 1

l .
Êðóã |z| < 1

l , âíóòðè êîòîðîãî ñòåïåííîé ðÿä (43) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, à
âíå åãî çàìûêàíèÿ - ðàñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ êðóãîì ñõîäèìîñòè, à ÷èñëî

R =
1

lim
k→∞

k
√
|ck|

(46)

- ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Ðàâåíñòâî (46) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè-
Àäàìàðà.

Ñòåïåííîé ðÿä, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â ñâîåì êðóãå
ñõîäèìîñòè |z| < R, ÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ðÿäà

S(z) =
∞∑

k=0

zk =
1

1− z

ñ åäèíè÷íûì êðóãîì ñõîäèìîñòè. Ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ðÿäà

Sn(z) =
n∑

k=0

zk =
1− zn+1

1− z
,

òî ïðè ëþáîì n èìååì

S(z)− Sn(z) =
zn+1

1− z
è sup

|z|<1
|S(z)− Sn(z)| = sup

|z|<1

|z|n+1

|1− z| = ∞.

Îäíàêî ñòåïåííîé ðÿä (43) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â ëþáîì çàìêíóòîì
êðóãå |z| ≤ r < R, òàê êàê ìàæîðèðóåòñÿ â íåì ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì
∞∑

k=0
|ck|rk.
Ñëåäñòâèå.Èç òåîðåì Âåéåðøòðàññà è Àáåëÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ëþáîãî

ñòåïåííîãî ðÿäà â êðóãå åãî ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Â ñëó÷àå, êîãäà 0 < R < ∞, íà îêðóæíîñòè |z| = R - ãðàíèöå êðóãà

ñõîäèìîñòè - ñòåïåííîé ðÿä (43) ìîæåò:
à) ðàñõîäèòüñÿ âî âñåõ åå òî÷êàõ;
á) â îäíèõ åå òî÷êàõ ñõîäèòüñÿ, à â äðóãèõ ðàñõîäèòüñÿ;
â) ñõîäèòüñÿ (è äàæå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî) íà âñåé ãðàíèöå êðóãà

ñõîäèìîñòè.
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Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðÿäû

à)
∞∑

k=0

zk, á)
∞∑

k=1

zk

k
, â)

∞∑

k=1

zk

k2 .

Êðóãîì ñõîäèìîñòè âñåõ òðåõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé êðóã {|z| < 1}, ò.å.
R = 1. Ðÿä à) ðàñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè {|z| = 1}, èáî åãî îáùèé
÷ëåí ïðè |z| = 1 íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ðÿä á) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îêðóæ-
íîñòè {|z| = 1} ñõîäèòñÿ (íàïðèìåð, â z = −1), à â íåêîòîðûõ ðàñõîäèòñÿ
(íàïðèìåð, â z = 1). Ðÿä â) ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îêðóæíîñòè (ïðè-
÷åì àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî), èáî äëÿ ëþáîãî z, |z| = 1, îí ìàæîðèðóåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

∞∑
k=1

1
k2 .

4.3. Ðÿä Òåéëîðà
Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóììà S(z) ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ àíàëè-

òè÷åñêîé ôóíêöèåé â åãî êðóãå ñõîäèìîñòè. Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 4.6. (Òåéëîðà). Àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(z) â îêðåñò-
íîñòè êàæäîé òî÷êè z0 ∈ D åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà

f(z) =
∞∑

k=0

ck(z − z0)
k, (47)

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè êîòîðîãî íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ρ îò òî÷êè z0 äî
ãðàíèöû îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êðóãå C(δ, z0), 0 < δ < ρ, ñ ãðàíèöåé γ â ñèëó
èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè èìååì

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(t)dt

t− z
=

1

2πi

∫

γ

f(t)dt

(t− z0)
(
1− z−z0

t−z0

) . (48)

Ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ C(δ, z0) è t ∈ γ èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå ∣∣∣∣

z − z0

t− z0

∣∣∣∣ =
|z − z0|

δ
= q(z) < 1,

à ôóíêöèÿ f(t)
t−z0

îãðàíè÷åíà íà îêðóæíîñòè γ, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿä
∞∑

k=0

(
z − z0

t− z0

)k
f(t)

t− z0
=

f(t)

(t− z0)
(
1− z−z0

t−z0

)
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ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà γ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (48) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

f(z) =
1

2πi

∫

γ

∞∑

k=0

(
z − z0

t− z0

)k
f(t)dt

t− z0
=

=
∞∑

k=0

1

2πi

∫

γ

f(t)dt

(t− z0)k+1 (z − z0)
k =

∞∑

k=0

ck(z − z0)
k,

ãäå
ck =

1

2πi

∫

γ

f(t)dt

(t− z0)k+1 , (49)

èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (37),

ck =
f (k)(z0)

k!
, k = 0, 1, . . . . (50)

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ck â ñèëó (49) è òåîðåìû Êîøè äëÿ ôóíêöèè f(z)
z−z0

îäíè è òå æå äëÿ ëþáîãî δ, 0 < δ < ρ, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (47) íå
ìåíüøå ρ.

Ðÿä (47), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè f(z) ïî ôîðìóëàì (49) èëè (50), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà (ðàç-
ëîæåíèåì Òåéëîðà) ôóíêöèè f(z).

Èç (50) ñëåäóåò, ÷òî ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) â ðÿä Òåé-
ëîðà åäèíñòâåííî, òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàéäåííîå ëþáûì ñïî-
ñîáîì ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) â ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ
òåéëîðîâñêèì ðàçëîæåíèåì ýòîé ôóíêöèè.

Îòìåòèì ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ äàííîé òåîðåìû.
Íåðàâåíñòâî Êîøè. Ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå C(R, z0) ôóíêöèÿ

f(z) îãðàíè÷åíà, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî
|f(z)| < M, z ∈ C(R, z0). (51)

Òîãäà ïî òåîðåìå Òåéëîðà ôóíêöèÿ f(z) â êðóãå C(R, z0) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿ-
äîì (47) ñ êîýôôèöèåíòàìè ck, îïðåäåëåííûìè ïî ôîðìóëàì (49), â êîòîðûõ
â êà÷åñòâå γ âçÿòà îêðóæíîñòü |t − z0| = δ, 0 < δ < R. Èç (49) â ñèëó (51)
ñëåäóåò, ÷òî

|ck| < M

2π

2πδ

δk+1 =
M

δk
. (52)

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ δ < R, òî â ïðåäåëå
δ → R ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà Êîøè:

|ck| ≤ M

Rk
, k = 0, 1, . . . . (53)

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ Êîøè ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

37



Òåîðåìà 4.7. (Ëèóâèëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà íà âñåé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè è |f(z)| < M < ∞, z ∈ C, òî f(z) = const.

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó óñëîâèÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(z) â ðÿä Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì z ñõîäèòñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì
êðóãå C(R, 0). Óñòðåìëÿÿ R ê ∞ â íåðàâåíñòâàõ (53), ïîëó÷èì ck = 0, k =
1, 2, . . . , è, ñòàëî áûòü, f(z) = c0 = const.

Òàêèì îáðàçîì, äâà ñâîéñòâà ôóíêöèè - áûòü àíàëèòè÷åñêîé íà âñåé
ïëîñêîñòè C è áûòü îãðàíè÷åííîé - ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü ëèøü íà òðèâèàëü-
íûõ ôóíêöèÿõ (ïîñòîÿííûõ).
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5. Åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
Ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Çäåñü, â äîïîëíåíèå
ê ýòîìó, ìû ïîêàæåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, ñõîäÿùåéñÿ
ê íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè.

5.1. Íóëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
Íóëåì ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà z0 ∈ C, â êîòîðîé ýòà

ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ, ò.å. êîðåíü óðàâíåíèÿ f(z) = 0.
Åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî 0 â îêðåñòíî-

ñòè ñâîåãî íóëÿ z0, òî ïðè ðàçëîæåíèè åå â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â z0 âñå
êîýôôèöèåíòû ck íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ (èíà÷å ñóììà ðÿäà áûëà áû òîæ-
äåñòâåííî ðàâíà íóëþ). Íîìåð ìëàäøåãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ êîýôôèöèåíòà
ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì íóëÿ z0. Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ ïîðÿäêà m òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè èìååò âèä:

f(z) =
∞∑

k=m

ck(z − z0)
k, m ≥ 1, cm 6= 0. (54)

Èç ðàâåíñòâà (50) ñëåäóåò, ÷òî z0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
f(z) ïîðÿäêà m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f (k)(z0) = 0 ïðè k = 0, 1, . . . , m−1
è f (m)(z0) 6= 0. Ïðè m = 1 íóëü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïîðÿäêà m àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ f(z) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

f(z) = (z − z0)
m · ϕ(z),

ãäå ôóíêöèÿ
ϕ(z) = cm + cm+1(z − z0) + cm+2(z − z0)

2 . . .

òàêæå àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 (èáî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñõîäÿùèì-
ñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì).

Òàê êàê ϕ(z0) = cm 6= 0, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè ϕ(z) 6= 0
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè z0.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè ñâîåãî íóëÿ
z0 è íå ðàâíà òîæäåñòâåííî 0 íè â êàêîé åãî îêðåñòíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò îêðåñòíîñòü òî÷êè z0, â êîòîðîé f(z) íå èìååò äðóãèõ íóëåé, êðîìå z0.
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5.2. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè
Ïîä âíóòðåííåé òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîíè-

ìàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè f(z) è ϕ(z) ðàâ-
íû ìåæäó ñîáîé íà ìíîæåñòâå E ∈ D, èìåþùåì ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
ïðåäåëüíóþ òî÷êó z0 ∈ D, òî f(z) = ϕ(z) âñþäó â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {zn} òî÷åê zn ∈ E, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå z0 è òàêàÿ, ÷òî

f(zn) = ϕ(zn), n = 1, 2, . . . . (55)

Ïî òåîðåìå Òåéëîðà â êðóãå C(δ, z0) ⊂ D ôóíêöèè f(z) è ϕ(z) ðàçëàãà-
þòñÿ â ñòåïåííûå ðÿäû

f(z) =
∞∑

k=0

ck(z − z0)
k, ϕ(z) =

∞∑

k=0

c′k(z − z0)
k. (56)

Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N âñå òî÷êè zn ëåæàò â êðóãå C(δ, z0). Ïåðåõîäÿ
â ðàâåíñòâàõ (55), â êîòîðûõ ôóíêöèè f è ϕ çàìåíåíû ðÿäàìè (56) ïðè z = zn,
n ≥ N , ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷àåì c0 = c′0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ òî÷åê zn, n ≥ N , èìååì òàêæå
∞∑

k=1

ck(zn − z0)
k−1 =

∞∑

k=1

c′k(zn − z0)
k−1,

îòêóäà â ïðåäåëå ïðè n → ∞ ïîëó÷èì c1 = c′1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,
ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ck = c′k äëÿ âñåõ íîìåðîâ k è, ñòàëî áûòü,
f(z) = ϕ(z) âñþäó â êðóãå C(δ, z0). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(z) è
ϕ(z) îíè ðàâíû òàêæå íà ìíîæåñòâå C(δ, z0) ∩D.

Ïóñòü òåïåðü z∗ � ëþáàÿ òî÷êà îáëàñòè D, ëåæàùàÿ âíå êðóãà C(δ, z0).
Ñîåäèíèì òî÷êó z0 è z∗ ãëàäêîé êðèâîé σ, σ ⊂ D, è îáîçíà÷èì ÷åðåç z1 åå
ïîñëåäíþþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ |z − z0| = δ. Ïîâòîðÿÿ ïðèâå-
äåííîå âûøå ðàññóæäåíèå, äîêàæåì, ÷òî f(z) = ϕ(z) â êðóãå C(ρ, z1), ãäå ρ
ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó σ è ãðàíèöåé îáëàñòè D. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç z2

ïîñëåäíþþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äóãè _
z1z∗ êðèâîé σ ñ îêðóæíîñòüþ |z− z1| = ρ

è àíàëîãè÷íî äîêàæåì, ÷òî f(z) = ϕ(z) â êðóãå C(ρ, z2). Ïðîäîëæàÿ äåéñòâî-
âàòü òàêèì îáðàçîì, ïðèäåì ê êðóãó C(ρ, zm), zm ∈ σ, ñîäåðæàùåìó òî÷êó
z∗, â êîòîðîì f(z) = ϕ(z), à ñëåäîâàòåëüíî, è f(z∗) = ϕ(z∗). Â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè òî÷êè z∗ îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî f(z) = ϕ(z) âñþäó â îáëàñòè
D.

Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè âûòåêàþò ñëåäóþùèå âàæíûå ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ è íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ â îáëàñòè

D ôóíêöèÿ f(z) íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü íè â êàêîé ïîäîáëàñòè èç D,
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íè íà êàêîé êðèâîé, ëåæàùåé â D, íè äàæå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç
D, ñõîäÿùåéñÿ ê åå âíóòðåííåé òî÷êå.

Îäíàêî ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íóëåé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé òî÷êå åå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Íà-
ïðèìåð, ôóíêöèÿ f(z) = sin 1

z îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê zn = 1

πn(n = ±1,±2, . . .), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå z = 0.
Ñëåäñòâèå 2. Â îáëàñòè D ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëèøü åäèíñòâåííàÿ

àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z), ïðèíèìàþùàÿ çàäàííûå çíà÷åíèÿ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òî÷åê {zn}, ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå a ∈ D.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè f1(z) è f2(z)
ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé êðèâîé L, ïðèíàäëåæàùåé äàííîé îáëàñòè, òî îíè
òîæäåñòâåííî ðàâíû â îáëàñòè D.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ôóíêöèè f1(z) è f2(z), àíàëèòè÷åñêèå ñîîòâåòñòâåí-
íî â îáëàñòÿõ D1 è D2, èìåþùèõ îáùóþ ïîäîáëàñòü D, ñîâïàäàþò â D, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (z) òàêàÿ, ÷òî

F (z) ≡
{

f1(z), z ∈ D1;
f2(z), z ∈ D2.
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6. Ðÿäû Ëîðàíà è èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè
Ðÿäû Òåéëîðà � ýòî óäîáíûé àïïàðàò äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé â êðóãîâûõ îáëàñòÿõ è èçó÷åíèÿ èõ ñâîéñòâ. Âåñüìà âàæíî, îäíà-
êî, èìåòü àïïàðàò äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êîëüöåâûõ
îáëàñòÿõ r < |z − z0| < R, ãäå 0 ≤ r < R ≤ ∞. Îñîáåííî âàæíû ïðè ýòîì
ðàçëîæåíèÿ â ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòÿõ, ò.å. â êîëüöàõ ñ íóëåâûì âíóòðåí-
íèì ðàäèóñîì. Ýòè ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè èõ îñîáûõ òî÷åê, ò.å. òî÷åê, â êîòîðûõ îíè òåðÿþò
àíàëèòè÷íîñòü.

6.1. Ðÿä Ëîðàíà

Òåîðåìà 6.1. (Ëîðàíà). Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå K = {z : r < |z −
z0| < R} ôóíêöèÿ f(z) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýòîì êîëüöå â âèäå
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

f(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − z0)

k, (57)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ck =
1

2πi

∫

γ

f(t)dt

(t− z0)k+1 , (k = 0,±1,±2, . . . ), (58)

ãäå γ � ëþáàÿ îêðóæíîñòü |t− z0| = ρ, r < ρ < R, îðèåíòèðîâàííàÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîëüöà K. Ïîñòðîèì
êîëüöî K ′ = {z : r′ < |z − z0| < R′} òàêîå, ÷òî z ∈ K ′ ⊂ K. Ïî èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëå Êîøè äëÿ z ∈ K ′ èìååì

f(z) =
1

2πi

∫

Γ′∪γ′−

f(t)dt

t− z
=

1

2πi

∫

Γ′

f(t)dt

(t− z0)
(
1− z−z0

t−z0

)+ (59)

+
1

2πi

∫

γ′

f(t)dt

(z − z0)
(
1− t−z0

z−z0

) ,

ãäå îêðóæíîñòè Γ′ = {|t − z0| = R′} è γ′ = {|t − z0| = r′} îðèåíòèðîâàíû
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì z ∈ K ′ ðÿäû

∞∑

k=0

(
z − z0

t− z0

)k
f(t)

t− z0
è

∞∑

k=0

(
t− z0

z − z0

)k
f(t)

z − z0
=

−∞∑

k=−1

(
z − z0

t− z0

)k+1
f(t)

z − z0
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ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t íà Γ′ è γ′ ñîîòâåòñòâåííî, ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ f(t)

t−z0
îãðàíè÷åíà íà Γ′, f(z)

z−z0
� íà γ′, à

∣∣∣∣
z − z0

t− z0

∣∣∣∣
t∈Γ′

=
|z − z0|

R1
< 1 è

∣∣∣∣
t− z0

z − z0

∣∣∣∣
t∈γ′

=
r1

|z − z0| < 1.

Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðÿäû â (59) âìåñòî èõ ñóìì, ñ ïîìîùüþ ïî÷ëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

f(z) =
∞∑

k=−∞
ck(z − z0)

k, (60)

â êîòîðîì

ck =
1

2πi

∫

Γ′

f(t)dt

(t− z0)k+1 , k = 0, 1, . . . ,

ck =
1

2πi

∫

γ′

f(t)dt

(t− z0)k+1 , k = −1,−2, . . .

Òàê êàê ôóíêöèè f(z)
(z−z0)k+1 , k ∈ Z, àíàëèòè÷íû â êîëüöå K, òî ïî îáîáùåííîé

òåîðåìå Êîøè äëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè â ýòèõ èíòåãðàëàõ âìåñòî Γ′ è γ′ ìîæíî
âçÿòü ëþáóþ îêðóæíîñòü γ = {|t− z0| = ρ}, ãäå r < ρ < R, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ck ïîëó÷èì ôîðìóëó (58).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z)
ïî ñòåïåíÿì z − z0 â êîëüöå K:

f(z) =
∞∑

k=−∞
c′k(z − z0)

k, z ∈ K.

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî
∞∑

k=−∞
ck(z − z0)

k =
∞∑

k=−∞
c′k(z − z0)

k

íà (z − z0)
−n−1, n ∈ Z, è ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ ðÿäû ïî îêðóæíîñòè γ =

{|z − z0| = ρ}, r < ρ < R, íà îñíîâàíèè ëåãêî ïðîâåðÿåìîé ñ ïîìîùüþ
çàìåíû z − z0 = ρeiϕ, 0 < ϕ < 2π, ôîðìóëû

∫

γ

(z − z0)
mdz =

{
0, m 6= −1,
2πi m = −1,

ïîëó÷èì: cn = c′n, n = 0,±1,±2, . . .
Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (60) ôóíêöèè f(z) â äàííîì êîëüöå K åäèí-

ñòâåííî.
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Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (60) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà àíàëèòè÷åñêîé â êîëü-
öå K ôóíêöèè f(z), à ðÿäû

∞∑

k=0

ck(z − z0)
k = f1(z) è

∞∑

k=1

c−k(z − z0)
−k = f2(z) (61)

� ñîîòâåòñòâåííî ïðàâèëüíîé è ãëàâíîé ÷àñòÿìè ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ
ýòîé ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ â êðóãå |z − z0| < R ê
íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé â ýòîì êðóãå ôóíêöèè f1(z), à âòîðîé ïðè |z−z0| >
r ê íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé òàì æå ôóíêöèè f2(z).

6.2. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
Ðàçâèòûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå àïïàðàò ðàçëîæåíèé Ëîðàíà ïîçâîëèò

íàì ïîëíîñòüþ èçó÷èòü ïîâåäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè
ïðîñòåéøåãî òèïà òî÷åê, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè �
òàê íàçûâàåìûõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z), åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè (ò.å. ìíîæåñòâî
{0 < |z − a| < r}, åñëè òî÷êà a êîíå÷íà, èëè ìíîæåñòâî {R < |z| < ∞},
åñëè a = ∞), â êîòîðîé ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà.

Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé
îñîáîé òî÷êè ðàçëè÷àþò òðè òèïà îñîáûõ òî÷åê.

Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ
1) óñòðàíèìîé òî÷êîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

lim
z→a

f(z) = A;

2) ïîëþñîì, åñëè ñóùåñòâóåò

lim
z→a

f(z) = ∞;

3) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè f(z) íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñ-
êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè z → a.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü èäåò ðå÷ü î òî÷êàõ, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ôóíê-
öèÿ îäíîçíà÷íà.

Õàðàêòåð èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z = a òåñíî ñâÿçàí ñ õàðàêòåðîì
ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëîðàíà â îáëàñòè 0 < |z−z0| < δ ôóíêöèÿ f(z) ðàçëà-
ãàåòñÿ â ðÿä (60). Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî îòëè÷íûõ îò
íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ z − z0 â ëîðàíîâñêîì ðàç-
ëîæåíèè (60) ôóíêöèè f(z) ïóñòûì, êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì, z0 áóäåò
ÿâëÿòüñÿ óñòðàíèìîé, ïîëþñîì èëè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè
f(z).
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Èç îïðåäåëåíèÿ íóëÿ è ïîëþñà ñëåäóåò, ÷òî åñëè z0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïî-
ðÿäêà m àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèè f(z), òî äëÿ ôóíêöèè F = 1

f(z)
òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà m.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó èçîëèðîâàííîñòè íóëè z0 ôóíêöèè f(z) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå f(z) = (z − z0)

mψ(z), ãäå ψ(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëà-
ñòè D ôóíêöèÿ, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü â íåêîòîðîì êðóãå C(δ, z0) ⊂ D.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 1

ψ(z) òîæå àíàëèòè÷íà â êðóãå C(δ, z0), è åñëè åå

ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ÿâëÿåòñÿ ðÿä
∞∑

k=0
ak(z− z0)

k, òî
ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè F (z) â îáëàñòè 0 < |z − z0| < δ èìååò âèä

F (z) =
∞∑

k=−m

ak+m(z − z0)
k.

Ïîñêîëüêó a0 6= 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì
ïîðÿäêà m ôóíêöèè F (z).

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå: åñëè òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà m
ôóíêöèè f(z), òî îíà áóäåò íóëåì ïîðÿêà m ôóíêöèè F (z) = 1

f(z), äîîïðå-
äåëåííîé â òî÷êå z = z0 çíà÷åíèåì, ðàâíûì íóëþ.

Èç óñòàíîâëåííîé ñâÿçè ìåæäó íóëÿìè è ïîëþñàìè ôóíêöèè f(z) è
F (z) = 1

f(z) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè â íåêîòîðîé ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè z0 àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ f(z) 6= 0, òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé è äëÿ ôóíêöèè
F (z) = 1

f(z) .
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê f(z) 6= 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè 0 < |z − z0| < δ,

òî z0 áóäåò èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè F (z). Ïîëþñîì èëè íóëåì
(ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ) ôóíêöèè F (z) òî÷êà z0 áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó â
ñèëó äîêàçàííîãî îíà áûëà áû ñîîòâåòñòâåííî íóëåì èëè ïîëþñîì ôóíêöèè
f(z). Åñëè æå z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (z) ñî çíà÷åíèåì
lim
z→z0

F (z) 6= 0, òî, î÷åâèäíî, òàêîâîé îíà áûëà áû è äëÿ f(z), ÷òî òàêæå
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïîâåäåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè åå ñóùåñòâåííî îñîáîé
òî÷êè õàðàêòåðèçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 6.2. (Ñîõîöêîãî-Âåéåðøòðàññà). Ìíîæåñòâî E çíà÷åíèé, ïðèíè-
ìàåìûõ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé w = f(z) â ëþáîé îêðåñòíîñòè åå ñóùå-
ñòâåííî îñîáîé òî÷êè z0, âñþäó ïëîòíî íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè w, ò.å. êàæäàÿ òî÷êà a ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w ëèáî
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó E, ëèáî ÿâëÿåòñÿ åå ïðåäåëüíîé òî÷êîé.
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6.3. Áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà
Ïóñòü òåïåðü èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 ôóíêöèÿ
f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè R <| z |< ∞. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ f(1

ζ ) áóäåò
àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè 0 <| ζ |< 1

R , ïîýòîìó òî÷êà ζ = 0�èçîëèðîâàííàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ýòîé ôóíêöèè. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(1

ζ ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ζ = 0 â ðÿä Ëîðàíà

f(
1

ζ
) =

∞∑

k=1

d−kζ
−k +

∞∑

k=0

dkζ
k

ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîãî ζ = 1
z äà¼ò ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z)

â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êè

f(z) =
∞∑

k=1

ckz
k +

∞∑

k=0

c−kz
−k, ck = d−k. (62)

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà ζ = 0 óñòðàíèìîé îñîáîé,
ïîëþñîì èëè ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f(1

ζ ), ãîâîðÿò, ÷òî z = ∞
ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, ïîëþñîì èëè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé
äëÿ ôóíêöèè f(z).

Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïóñòî, êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî
ìíîæåñòâî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ
z â ðàçëîæåíèè(62), òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé, ïîëþñîì èëè
ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f(z).

Ïåðâûé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (62) íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé, à âòîðîé � ïðà-
âèëüíîé ÷àñòüþ ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = ∞.

Âñ¼, ÷òî áûëî äîêàçàíî î ïîâåäåíèè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè âáëèçè êî-
íå÷íîé èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî è â òîì ñëó÷àå,
êîãäà èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà. Â
÷àñòíîñòè, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), îïðåäåë¼ííàÿ â îáëàñòè D ⊂ C,
ñîäåðæàùåé òî÷êó z = ∞, àíàëèòè÷íà â áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå, åñëè
ëîðàíîâñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè èìååò âèä
f(z) =

∞∑
k=0

c−k

zk è f(∞) = c0.
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7. Ýëåìåíòû òåîðèè âû÷åòîâ
7.1. Ïîíÿòèå âû÷åòà

Ïóñòü z0 ∈ C - èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
f(z), à γ - êóñî÷íî-ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà, ëåæàùàÿ â îáëàñòè
àíàëèòè÷íîñòè f(z) è òàêàÿ, ÷òî âíóòðåííÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê γ îáëàñòü Dγ

ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó z0 ôóíêöèè f(z). Â ñèëó òåîðåìû Êîøè
çíà÷åíèå èíòåãðàëà

1

2πi

∫

γ

f(t) dt

îäíî è òî æå äëÿ âñåõ òàêèõ êðèâûõ γ è îíî íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ôóíêöèè
f(z) îòíîñèòåëüíî èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z0 è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
Res
z=z0

f(z).

Èç ôîðìóëû (49) ïðè k = −1 è òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå
êîíå÷íîé èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z0 èìååì

Res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(t) dt = c−1. (63)

Èòàê, âû÷åò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) îòíîñèòåëüíî èçîëèðîâàííîé îñî-
áîé òî÷êè z0 ðàâåí êîýôôèöèåíòó c−1 ïðè (z− z0)

−1 â ëîðàíîâñêîì ðàçëîæå-
íèè f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà,
Res
z=z0

f(z) = 0.

Åñëè z0 - ïðîñòîé ïîëþñ, òî
Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
,

ãäå ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) = 0, ψ′(z0) 6= 0, îòñþäà ïîëó÷èì

Res
z=z0

f(z) = c−1 = lim
z→z0

ϕ(z)
ψ(z)−ψ(z0)

z−z0

=
ϕ(z0)

ψ′(z0)
. (64)

Åñëè æå z0 - ïîëþñ ïîðÿäêà m > 1, òî

Res
z=z0

f(z) = c−1 =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1 [(z − z0)
mf(z)]. (65)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f(z)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé. Â êà÷åñòâå γ âîçüì¼ì îêðóæíîñòü | z |= R
íàñòîëüêî áîëüøîãî ðàäèóñà, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) áûëà àíàëèòè÷íà ïðè
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| z |≥ R. Òàê êàê òåïåðü èíòåãðèðîâàíèå âäîëü γ ïðîèñõîäèò â îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè (îñòàâëÿþùåì îêðåñòíîñòü C(R,∞) ñëåâà), òî ìû ïîëó÷èì

Res
z=∞

f(z) = − 1

2πi

∫

|t|=R

f(t) dt = −c−1. (66)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âû÷åò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè îòíîñè-
òåëüíî áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè (êàê è áåñêîíå÷íî
óäàë¼ííîé òî÷êè àíàëèòè÷íîñòè) ìîæåò áûòü îòëè÷íûì îò íóëÿ.
Òåîðåìà 7.1. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î âû÷åòàõ). Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëè-
òè÷íà â îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è íåïðåðûâíà â D âñþäó,
êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , n, òî

∫

Γ

f(t) dt = 2πi
n∑

k=1

Res
z=zk

f(z). (67)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ > 0 è òàêîå, ÷òî C(δ, zk) ⊂ D, C(δ, zk) ∩
C(δ, zj) = ∅, k, j = 1, 2, . . . , n, k 6= j, γk = ∂C(δ, zk), à Dδ = D\ ∪n

k=1 C(δ, zk).
Ïðèìåíÿÿ îáîáù¼ííóþ òåîðåìó Êîøè ê ôóíêöèè f(z) â Dδ è ó÷èòûâàÿ (63),
ïîëó÷èì ∫

Γ

f(t) dt =
n∑

k=1

∫

γk

f(t) dt = 2πι

n∑

k=1

Res
z=zk

f(z).

Èç ôîðìóë (66) è (67) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå : åñëè ôóíêöèÿ f(z)
àíàëèòè÷íà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ
òî÷åê zk, k = 1, 2, . . . , n, òî

n∑

k=0

Res
z=zk

f(z) = 0, (68)

ãäå z0 = ∞.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì R > 0 òî÷êè z1, z2, . . . , zn ëåæàò

â êðóãå | z |< R, ïîýòîìó èç (67) èìååì
1

2πi

∫

|t|=R

f(t) dt =
n∑

k=1

Res
z=zk

f(z).

Íî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â ñèëó (66) ðàâåí −Res
z=∞

f(z), îò-
êóäà è ñëåäóåò (68).
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7.2. Âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ
Ïðèâåä¼ì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ

âû÷åòîâ.
1. I1 =

2π∫
0
R(sin ϕ, cos ψ) dϕ,

ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ sin ϕ, cos ϕ, íåïðåðûâíàÿ ïðè
ϕ ∈ [0, 2π]. Çàìåíà ïåðåìåííîãî z = eiϕ äà¼ò

sin ϕ =
1

2i

(
z − 1

z

)
, cos ϕ =

1

2

(
z +

1

z

)
, dϕ =

dz

iz
,

â ñèëó ÷åãî ïîëó÷èì

I1 =
1

i

∫

|z|=1

R
[

1

2i
(z − 1

z
),

1

2
(z +

1

z
)

]
dz

z
=

= 2π
∑

k

Res
z = zk

|zk| < 1

R
[

1

2i
(z − 1

z
),

1

2
(z +

1

z
)

]
1

z
.

2. I2 =
∞∫
−∞

f(x) dx,

ãäå f(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè =mz > 0 è íåïðåðûâíàÿ ïðè =mz ≥ 0 ôóíêöèÿ
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îñîáûõ òî÷åê zk,=mzk > 0, k = 1, 2, . . . , n. Ïðè äîñòàòî÷-
íî áîëüøîì R âñå îñîáûå òî÷êè zk áóäóò ëåæàòü â ïîëóêðóãå | z |< R,=mz >
0, à íà äóãå ΓR : | z |= R,=mz ≥ 0 ôóíêöèÿ f(z) áóäåò íåïðåðûâíà. Äëÿ
êîíòóðà CR = [−R, R] ∪ ΓR èìååì

∫

CR

f(z) dz =

R∫

−R

f(x) dx +

∫

ΓR

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

Res
z=zk

f(z). (69)

Ïîëàãàÿ M(R) = max
z∈ΓR

|f(z)|, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣∣∣

∫

ΓR

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣
≤ πRM(R).

Ïîýòîìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî RM(R) → 0 ïðè R →∞, ïåðåõîä ê ïðåäåëó
ïðè R →∞ â ðàâåíñòâå (69) äà¼ò

I2 = 2πi

n∑

k=1

Res
z=zk

f(z).

3. I3 =
∞∫
∞

f(x)eiλx dx,

ãäå λ > 0, à f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè =mz > 0 è íåïðåðûâíàÿ â =mz ≥
49



ôóíêöèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê zk, =mzk > 0, k =
1, 2, . . . , n, è f(z) → 0 ïðè z →∞,=mz ≥ 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà Æîðäàíà. Åñëè íåïðåðûâíàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã

ΓRn
: | z |= Rn,=mz ≥ −a,Rn → ∞ ïðè n → ∞, ôóíêöèÿ f(z) → 0

ðàâíîìåòðíî îòíîñèòåëüíî arg z ïðè z ∈ ΓRn
, n →∞, òî äëÿ ëþáîãî λ > 0

èìååì
lim
n→∞

∫

ΓRn

f(z)eiλz dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 0, α(Rn) = arcsin a
Rn

è M(Rn) =
= max

z∈ΓRn

|f(z)|. Ïî óñëîâèþ ëåììû ïðè n → ∞ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:
M(Rn) → 0, α(Rn) → 0, Rnα(Rn) → α. Äëÿ z ∈ ΓRn

èìååì
z = Rne

iϕ, −α(Rn) ≤ ϕ ≤ π + α(Rn). Äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé äóãè ΓRn
,

íà êîòîðîé y ≤ 0, ïîëó÷èì

∣∣∣∣
∫

f(z)eiλz dz

∣∣∣∣ ≤ RnM(Rn)

α(Rn)∫

0

e−λy dϕ ≤

≤ M(Rn)Rnα(Rn)e
λa → 0 ïðè n →∞.

Äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äóãè ΓRn
, ò.å. êîãäà 0 ≤ ϕ ≤ π, â ñèëó íåðàâåíñòâà

sin ϕ ≥ 2ϕ

π
, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
,

áóäåì èìåòü
∣∣∣∣
∫

f(z)eiλz dz

∣∣∣∣ ≤ RnM(Rn)

π∫

0

e−λRn sin ϕ dϕ ≤

≤ 2RnM(Rn)

π
2∫

0

e−
2
π λRnϕ dϕ = M(Rn)

π

λ
(1− e−λRn) →

n→∞
0.

Â ñëó÷àå a ≤ 0 äîñòàòî÷íî âòîðîé îöåíêè.
Âîçâðàùàÿñü ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà I3, çàìåòèì, ÷òî f(z) → 0 ðàâ-

íîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg z, êîãäà z → ∞,=mz ≥ 0. Âçÿâ êîíòóð CR, êàê â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, è óñòðåìèâ R ê ∞, â ñèëó ëåììû Æîðäàíà ïîëó÷èì

I3 = 2πi

n∑

k=1

Res
z=zk

f(z)eiλz.
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7.3. Ïðèíöèï àðãóìåíòà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè {0 < |z−a| <

r} òî÷êè a ∈ C è íå îáðàùàåòñÿ òàì â íóëü. Ìû íàçîâåì ëîãàðèôìè÷åñêèì
âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â òî÷êå a âû÷åò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé

f ′(z)

f(z)
=

d

dz
Ln f(z)

ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a.
Êðîìå èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê (îäíîçíà÷íîãî õàðàêòåðà) ôóíêöèÿ

f(z) ìîæåò èìåòü îòëè÷íûé îò íóëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò â ñâîèõ íóëÿõ.
Ïóñòü òî÷êà z = a - íóëü ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(z). Òîãäà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè C(δ, a) èìååì f(z) = (z− a)nϕ(z), ãäå ϕ(z) àíàëèòè÷íà â C(δ, a)
è íå ðàâíà òàì íóëþ. Ïîýòîìó â C(δ, a)

f ′(z)

f(z)
=

n(z − a)n−1ϕ(z) + (z − a)nϕ′(z)

(z − a)nϕ(z)
=

1

z − a
· nϕ(z) + (z − a)nϕ′(z)

ϕ(z)
,

ãäå âòîðîé ìíîæèòåëü àíàëèòè÷åí â C(δ, a) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëàãàåòñÿ
â C(δ, a) â ðÿä Òåéëîðà, ïðè÷åì ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ðàâåí n
(çíà÷åíèþ ìíîæèòåëÿ ïðè z = a). Òàêèì îáðàçîì, â C(δ, a) èìååì
f ′(z)

f(z)
=

1

z − a
{n+c1(z−a)+c2(z−a)2+. . .} =

n

z − a
+c1+c2(z−a)+. . . , (70)

îòêóäà âèäíî, ÷òî â íóëå ïîðÿäêà n ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âû÷åòîì n, ò.å. ëîãàðèôìè-
÷åñêèé âû÷åò â íóëå ðàâåí ïîðÿäêó ýòîãî íóëÿ.

Åñëè a - ïîëþñ ôóíêöèè f(z) ïîðÿäêà p, òî 1
f(z) èìååò â ýòîé òî÷êå íóëü

ïîðÿäêà p, à òàê êàê
f ′(z)

f(z)
= − d

dz
Ln

1

f(z)
,

òî ñ ó÷åòîì (70) ïîëó÷èì, ÷òî â ïîëþñå ïîðÿäêà p ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ âû÷åòîì −p, ò.å. ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé âû÷åò â ïîëþñå ðàâåí ïîðÿäêó ýòîãî ïîëþñà ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè D ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ, ëåæà-
ùèõ â îáëàñòè D, è f(z) 6= 0 íà Γ. Òîãäà ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíûì ÷èñëîì
íóëåé è ïîëíûì ÷èñëîì ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì

N − P =
1

2πi

∫

Γ

f ′(z)

f(z)
dz, (71)
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ãäå Γ - îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà, à ïîä ïîëíûì ÷èñëîì íóëåé (ïîëþñîâ)
ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî íóëåé N (ïîëþñîâ P ) ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè:

N =
n∑

k=1

nk, P =

p∑

k=1

pk.

Äàííîé òåîðåìå ìîæíî ïðèäàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó.
Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé

îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïî-
ëþñîâ, ëåæàùèõ â îáëàñòè D, è f(z) 6= 0 íà Γ, òî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà
ôóíêöèè f(z) ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå òî÷êîé z êðèâîé Γ â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè ðàâíî 2π(N − P ), ãäå N è P � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî íóëåé è
ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D ñ ó÷¼òîì èõ ïîðÿäêîâ, ò.å.

[arg f(z)]Γ = 2π(N − P ). (72)
Òàê æå âåñüìà ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.3. (Ðóøå). Åñëè ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) àíàëèòè÷íû â çàìêíóòîé
îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è äëÿ âñåõ z ∈ Γ èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|ϕ(z)− ψ(z)| < |ψ(z)|, (73)
òî îáå ýòè ôóíêöèè èìåþò â D îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (73) ñëåäóåò, ÷òî ϕ(z) 6= 0 è ψ(z) 6= 0 íà êðèâîé Γ,

à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (z) = ϕ(z)
ψ(z) óäîâëåòâîðÿþò íà Γ óñëîâèþ | F (z)−1 |< 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîëíîì îáõîäå òî÷êîé z êðèâîé Γ â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè F (z) ðàâíî íóëþ. Îòñþäà, ïî-
ñêîëüêó arg F (z) = arg ϕ(z)− arg ψ(z), ïîëó÷àåì [arg ϕ(z)]Γ = [arg ψ(z)]Γ, íî
òàê êàê ôóíêöèè ϕ(z) è ψ(z) íå èìåþò â îáëàñòè D ïîëþñîâ, òî ñîãëàñíî (72)
îíè èìåþò â D îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé.

Èç òåîðåìû Ðóøå âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îäíîëèñòíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé: â îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) å¼
ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî
â íåêîòîðîé òî÷êå z0 îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè D àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z)
ïðîèçâîäíàÿ f ′(z0) = 0. Òîãäà ðàçëîæåíèå f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0 èìååò âèä

f(z) = c0 +
∞∑

k=n

ck(z − z0)
k, cn 6= 0, n ≥ 2,

ïîñêîëüêó c1 = f ′(z0) = 0. Âûáåðåì íàñòîëüêî ìàëîå ÷èñëî δ, 0 < δ <
ρ(z0, ∂D), ÷òîáû

f ′(z) 6= 0, 0 <| z − z0 |≤ δ, (74)
∞∑

k=n

ck(z − z0)
k−n 6= 0, | z − z0 |≤ δ. (75)
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Èç (75) ñëåäóåò, ÷òî

min
|z−z0|=δ

|
∞∑

k=n

ck(z − z0)
k |= m > 0. (76)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ 0 <| α |< m. Ôóíêöèè

ϕ(z) =
∞∑

k=n

ck(z − z0)
k + α = f(z)− c0 + α

è
ψ(z) =

∞∑

k=n

ck(z − z0)
k

óäîâëåòâîðÿþò â çàìêíóòîì êðóãå C(δ, z0) óñëîâèÿì òåîðåìû Ðóøå. Êàê ñëå-
äóåò èç (75), ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè ψ(z), à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè ϕ(z) â
êðóãå C(δ, z0) ðàâíî n, ïðè÷¼ì ïîñêîëüêó ϕ(z0) = α 6= 0 è ϕ′(z) = f ′(z), òî â
ñèëó (74) êàæäûé èç íóëåé ôóíêöèè ϕ(z) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèÿ f(z) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå c0 − α â n òî÷êàõ êðóãà C(δ, z0), n ≥ 2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò å¼ îäíîëèñòíîñòè.
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8. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ
8.1. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

Ïóñòü w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíê-
öèÿ, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè z0 ∈ D èìååì

f ′(z0) 6= 0. (77)
Ïîñêîëüêó â ñèëó (14)

D(u, v)

D(x, y)
=

∣∣∣∣
ux uy

vx vy

∣∣∣∣ = u2
x + v2

x = |f ′(z)|2, (78)

òî óñëîâèå (77) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
D(u, v)

D(x, y)

∣∣∣∣
z=z0

6= 0,

è ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé u = u(x, y), v = v(x, y)
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 = f(z0) îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íûå íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè x = x(u, v), y = y(u, v) ñî çíà÷åíèÿìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò è ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà
ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè z0 âçàèìíî
îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ ôóíêöèåé w = f(z) íà íåêîòîðóþ îáëàñòü, ñî-
äåðæàùóþ òî÷êó w0. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z = f−1(w) áóäåò íåïðåðûâíîé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 è äèôôåðåíöèðóåìîé â ñàìîé òî÷êå w0,
ïðè÷åì

f−1′(w0) = lim
∆w→0

∆z

∆w
= lim

∆z→0

1
∆w
∆z

=
1

f ′(z0)
.

Åñëè f ′(z) 6= 0 â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ f(z) ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â D. Çàìåòèì, ÷òî èç ëîêàëüíîé îäíîëèñò-
íîñòè íå ñëåäóåò îäíîëèñòíîñòü, ÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè w = z2

îáëàñòè 0 < |z| < 1, 0 < arg z < 5π
4 .

Âûÿñíèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîä-
íîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ w = f(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (77), è ïóñòü γ � ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó z0 ãëàäêàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà ñ óðàâíåíèåì z = z(t) = x(t) + iy(t),
α ≤ t ≤ β. Åñëè z0 = z(t0), t0 ∈ (α, β), òî

z′(t0) 6= 0. (79)
Ôóíêöèÿ w = f(z) îòîáðàæàåò êðèâóþ γ íà íåêîòîðóþ êðèâóþ Γ = f(γ),
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó w0 = f(z0). Óðàâíåíèå êðèâîé Γ èìååò âèä w =
w(t) = f [z(t)] = u(t) + iv(t), ïðè÷åì â ñèëó (77) è (79) èìååì:

w′(t0) = f ′(z0)z
′(t0) 6= 0. (80)
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Ïîñêîëüêó
dz = z′(t)dt = [x′(t) + iy′(t)]dt, ds =

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt = |z′(t)| dt

dw = w′(t)dt = [u′(t) + iv′(t)]dt, dσ =
√

[u′(t)]2 + [v′(t)]2dt = |w′(t)| dt,

ãäå ds è dσ ýëåìåíòû äëèíû äóãè êðèâûõ γ è Γ â òî÷êàõ z = z(t) è w = w(t)
ñîîòâåòñòâåííî, à â ñèëó (80) èìååì

dw

dz

∣∣∣∣
t=t0

=
w′(t0)
z′(t0)

= f ′(z0),

òî ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
|f ′(z0)| = dσ0

ds0
,

ãäå ds0 è dσ0 � ýëåìåíòû äëèíû äóãè êðèâûõ γ è Γ â òî÷êàõ z0 = z(t0) è
w0 = w(t0) = f(z0) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè f(z) ðàâåí êîýôôèöèåíòó èñêàæåíèÿ ýëåìåíòà äëèíû äóãè â òî÷êå
z0 ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè w = f(z) è íå çàâèñèò îò íàïðàâ-
ëåíèÿ äóãè â ýòîé òî÷êå, ïîýòîìó ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè óêàçàííîì
îòîáðàæåíèè â òî÷êå z0 èìååò ìåñòî ïîñòîÿíñòâî èñêàæåíèÿ.

Â ñèëó (80) ìîæíî íàïèñàòü òàêæå, ÷òî (ñ òî÷íîñòüþ äî 2kπ)
arg f ′(z0) = arg w′(t0)− arg z′(t0), (81)

è ïîñêîëüêó arg z′(t0) è arg w′(t0) äàþò óãëû íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì
γ è Γ â òî÷êàõ z0 è w0 ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2), òî àðãóìåíò ïðîèçâîäíîé

Ðèñ. 2. Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) ðàâåí óãëó ïîâîðîòà êðèâîé γ â òî÷êå z0 ïðè
îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè w = f(z).

Ïóñòü òåïåðü γ1 � îòëè÷íàÿ îò γ ãëàäêàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó z0, à Γ1 = f(γ1) � åå îáðàç. Î÷åâèäíî, ÷òî êðèâàÿ γ1 â òî÷êå z0
ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z) íà òîò æå óãîë (ðàâíûé arg f ′(z0)),
÷òî è êðèâàÿ γ, ïîýòîìó óãîë ìåæäó êðèâûìè γ è γ1 â òî÷êå z0 ðàâåí óãëó
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ìåæäó èõ îáðàçàìè Γ è Γ1 â òî÷êå w0 = f(z0). Äðóãèìè ñëîâàìè, â êàæäîé
òî÷êå z ∈ D, â êîòîðîé f ′(z) 6= 0, ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
w = f(z)

’
èìååò ìåñòî êîíñåðâàòèçì óãëîâ.

Êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå, ò. å.
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ýòîé îáëàñòè, ïðè
êîòîðîì â êàæäîé òî÷êå z ∈ D èìååò ìåñòî êîíñåðâàòèçì óãëîâ è ïîñòîÿíñòâî
èñêàæåíèÿ.

Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ: åñëè ôóíêöèÿ w = f(z) îñó-
ùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå, îáëàäàþùåå â êàæäîé òî÷êå z îáëàñòè D êîí-
ñåðâàòèçìîì óãëîâ è ïîñòîÿíñòâîì èñêàæåíèÿ, òî îíà àíàëèòè÷íà â D,
ïðè÷åì f ′(z) 6= 0.

Â ñèëó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé w = f(z)

’
ñ ïðîèçâîäíîé

f ′(z) 6= 0.

8.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé
Âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ó îäíîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D

ôóíêöèè f(z) ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) 6= 0 âñþäó â D. Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
z = f−1(w) îáëàäàåò íà ìíîæåñòâå f(D) îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé, à
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ è íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Îòñþäà, ââèäó ñêàçàííîãî
ïðè îáñóæäåíèè âîïðîñà îá îáðàùåíèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî,
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå: îäíîëèñòíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ w = f(z) êîí-
ôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü ñâîåãî çàäàíèÿ D íà íåêîòîðóþ îáëàñòü D1
ïëîñêîñòè w, ïðè÷åì îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1(w) îäíîëèñòíà è àíàëèòè÷íà â
D1.
Òåîðåìà 8.1. (Ðèìàíà). Äëÿ êàæäîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, ãðàíèöà êî-
òîðîé ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè, ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîá-
ðàæåíèå w = f(z) ýòîé îáëàñòè íà êðóã | w |< 1.

Îáëàñòü D áóäåì íàçûâàòü æîðäàíîâîé, åñëè å¼ ãðàíèöà ñîñòîèò èç êî-
íå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ êðèâûõ Æîðäàíà.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñîîòâåòñòâèè
ãðàíèö ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îäíîñâÿçíûõ æîðäàíîâûõ îáëàñòåé.
Òåîðåìà 8.2. Ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè w = f(z) îäíîñâÿçíîé æîð-
äàíîâîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ íà æîðäàíîâó îáëàñòü D1 ñ ãðàíèöåé Γ1
ôóíêöèÿ w = f(z) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è íåïðåðûâíîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó D ∪ Γ è D1 ∪ Γ1 ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ îáõîäà íà
Γ è Γ1.

Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè w =
f(z), îñóùåñòâëÿþùåé êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé æîðäàíîâîé îá-
ëàñòè D ñ ãðàíèöåé Γ íà êðóã | w |< 1, ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïðè âûïîëíåíèè
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ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: òðè çàäàííûå òî÷êè t1, t2, t3 ãðàíèöû Γ ïåðåõîäÿò ñîîò-
âåòñòâåííî â òðè çàäàííûå òî÷êè τ1, τ2, τ3 îêðóæíîñòè | w |= 1 ñ ñîõðàíåíèåì
íàïðàâëåíèÿ îáõîäà.
Òåîðåìà 8.3. (Ïðèíöèï âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ). Åñëè ãðàíè-
öû Γ è Γ1 îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé D è D1 ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êóñî÷íî-
ãëàäêèìè êðèâûìè Æîðäàíà è àíàëèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ w = f(z) âçàèì-
íî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò Γ íà Γ1 ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ
îáõîäà, òî îíà êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà îáëàñòü D1.

Ïðèíöèï âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ, î÷åâèäíî, îñòàíåòñÿ â ñè-
ëå, åñëè f(z) àíàëèòè÷íà â D âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ãðàíèöû Γ,
â êîòîðûõ f ′(z) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, íî èíòåãðèðóåìà âäîëü Γ. Ýòîò
ïðèíöèï âåðåí è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé, íà-
ïðèìåð D, ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ.

8.3. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòåéøèõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé âåñüìà ÷àñòî èñ-

ïîëüçóþò äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ:

w =
az + b

cz + d
, (82)

ñ óñëîâèåì
ad− bc 6= 0. (83)

Óñëîâèå (83) íàêëàäûâàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñëó÷àé âûðîæ-
äåíèÿ â ïîñòîÿííóþ. Ýòî æå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò îäíîëèñòíîñòü ôóíêöèè.
Â ñàìîì äåëå, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ z1 è z2 ïåðåìåííîãî z äëÿ ðàçíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé w1 è w2 ôóíêöèè (82) èìååì

w1 − w2 =
(ad− bc)(z1 − z2)

(cz1 + d)(cz2 + d)
, (84)

÷òî ïðè óñëîâèè (83) äàåò îäíîëèñòíîñòü îñóùåñòâëÿåìîãî ôóíêöèåé (82)
îòîáðàæåíèÿ íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ïîëíîé ïëîñêîñòè z ( åå çíà÷åíèå â òî÷-
êå z = −d

c � ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì ∞, à â òî÷êå z = ∞ � ðàâíûì lim
z→∞

w = a
c ).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ïëîñ-
êîñòü z íà ïëîñêîñòü w.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà âàæíåéøèõ ñâîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíîé
ôóíêöèè.
Òåîðåìà 8.4. Çàäàíèåì ñîîòâåòñòâèÿ òðåì ðàçëè÷íûì òî÷êàì ïëîñêîñòè
z òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïëîñêîñòè w äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî.

Åñëè ñ÷èòàòü ïðÿìóþ ëèíèþ çà îêðóæíîñòü áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà, òî
èìååì
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Òåîðåìà 8.5. (Êðóãîâîå ñâîéñòâî). Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò
îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè z â îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè w.
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